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习题 (9.2.13). (1) z = ln(x2 + y2);
(3) u = s+t

s−t
;

(5) z = sin(xy) 在点 (0, 0);

解答:
(1). 对于 z = ln(x2 + y2)，计算偏导数：

∂z

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂z

∂y
=

2y

x2 + y2
.

(3). 对于 u =
s+ t

s− t
，计算偏导数：

∂u

∂s
= − 2t

(s− t)2
,

∂u

∂t
=

2s

(s− t)2
.

(5). 对于 z = sin(xy)，梯度为

∇z =

(
∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
.

计算偏导数：

∂z

∂x
= y cos(xy),

∂z

∂y
= x cos(xy).

在点 (0, 0) 处，

∂z

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= 0 · cos(0) = 0,

∂z

∂y

∣∣∣∣
(0,0)

= 0 · cos(0) = 0.

因此，∇z(0, 0) = (0, 0)。

习题 (9.2.15). 根据可微的定义证明：函数 f(x, y) =
√

|xy| 在原点处不可微.

解答: 首先计算函数在原点的值：

f(0, 0) =
√
|0 · 0| = 0.

其次，计算偏导数。由定义，

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

√
|h · 0| − 0

h
= 0,

fy(0, 0) = lim
k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0

√
|0 · k| − 0

k
= 0.
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因此，若 f 在 (0, 0) 可微，则其全微分必为 L(x, y) = 0。
由可微的定义，f 在 (0, 0) 可微当且仅当

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

√
|hk|√

h2 + k2
= 0.

考虑路径 k = h（h → 0），沿此路径有√
|h · h|√
h2 + h2

=

√
h2

√
2h2

=
|h|√
2 |h|

=
1√
2

(h ̸= 0).

因此

lim
h→0

√
|h2|√

h2 + h2
=

1√
2
̸= 0.

由于沿不同路径极限值不同，原极限不存在且不为零，故 f 在 (0, 0) 不可微。

习题 (9.2.17). 函数 f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0
在点 (0, 0)连续且偏导

数存在，但偏导数在点 (0, 0) 不连续，而 f 在原点 (0, 0) 可微.

解答:
(1) 连续性: 当 (x, y) ̸= (0, 0) 时，

|f(x, y)| =

∣∣∣∣∣(x2 + y2) sin 1√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ⩽ x2 + y2.

由于 lim(x,y)→(0,0)(x
2 + y2) = 0，由夹逼定理得

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0).

故 f 在 (0, 0) 连续。
(2) 偏导数存在性: 按定义，

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

h2 sin 1
|h|

h
= lim

h→0
h sin 1

|h|
= 0,

fy(0, 0) = lim
k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0
k sin 1

|k|
= 0.

所以 fx(0, 0) 与 fy(0, 0) 均存在且为零。

(3) 偏导数的不连续性: 当 (x, y) ̸= (0, 0) 时，记 r =
√

x2 + y2，由求导法则得

fx(x, y) = 2x sin 1

r
− x

r
cos 1

r
,

fy(x, y) = 2y sin 1

r
− y

r
cos 1

r
.

考虑沿正 x 轴 (y = 0, x > 0) 趋近于 (0, 0)，此时

fx(x, 0) = 2x sin 1

x
− cos 1

x
.

当 x → 0+ 时，2x sin(1/x) → 0，而 cos(1/x) 在 [−1, 1] 间振荡，故 limx→0+ fx(x, 0) 不存
在。因此 fx 在 (0, 0) 不连续。同理 fy 亦不连续。
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(4) 可微性: 需验证

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)√
h2 + k2

= 0.

令 r =
√
h2 + k2，则

f(h, k)

r
=

r2 sin(1/r)
r

= r sin 1

r
.

由于 |r sin(1/r)| ⩽ r → 0（当 r → 0+），故该极限为零。因此 f 在 (0, 0) 可微，且微分
为零。

习题 (9.2.19). 求下列复合函数的偏导数或导数.
(1) 设 u = et + arctan(t2 + 1), t = xy, 求 ∂u

∂x
, ∂u
∂y

;
(2) 设 u = exyz, x = rs, y = r

s
, z = rs, 求 ∂u

∂r
, ∂u
∂s

;
(3) 设 u = ln(x2 + y2), x = et+s+r, y = 4(s2 + t2), 求 ∂u

∂r
, ∂u
∂s
, ∂u
∂t

;
(4) 设 u = eax(y−z)

a2+1
, y = a sinx, z = cosx, 求 du

dx .

解答:
1. 给定 u = et + arctan(t2 + 1)，t = xy。由链式法则，

∂u

∂x
=

du

dt
· ∂t
∂x

,

∂u

∂y
=

du

dt
· ∂t
∂y

.

计算得
du

dt
= et +

2t

(t2 + 1)2 + 1
,

∂t

∂x
= yxy−1,

∂t

∂y
= xy lnx.

因此

∂u

∂x
= yxy−1

(
ex

y

+
2xy

((xy)2 + 1)2 + 1

)
,

∂u

∂y
= xy lnx

(
ex

y

+
2xy

((xy)2 + 1)2 + 1

)
.

2. 给定 u = exyz，x = rs，y = r
s
，z = rs。首先注意到 xyz = rs · r

s
·rs = rs+2，故 u = er

s+2
。

利用链式法则

∂u

∂r
=

∂u

∂x

∂x

∂r
+

∂u

∂y

∂y

∂r
+

∂u

∂z

∂z

∂r
,

∂u

∂s
=

∂u

∂x

∂x

∂s
+

∂u

∂y

∂y

∂s
+

∂u

∂z

∂z

∂s
.

其中
∂u

∂x
= yzexyz,

∂u

∂y
= xzexyz,

∂u

∂z
= xyexyz,

3



Fir1247 week3

∂x

∂r
= s,

∂x

∂s
= r,

∂y

∂r
=

1

s
,
∂y

∂s
= − r

s2
,
∂z

∂r
= srs−1,

∂z

∂s
= rs ln r.

代入并化简得

∂u

∂r
= er

s+2

rs+1(2 + s),

∂u

∂s
= er

s+2

rs+2 ln r.

3. 给定 u = ln(x2 + y2)，x = et+s+r，y = 4(s2 + t2)。由链式法则

∂u

∂r
=

∂u

∂x

∂x

∂r
+

∂u

∂y

∂y

∂r
,

∂u

∂s
=

∂u

∂x

∂x

∂s
+

∂u

∂y

∂y

∂s
,

∂u

∂t
=

∂u

∂x

∂x

∂t
+

∂u

∂y

∂y

∂t
.

计算得
∂u

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

2y

x2 + y2
,

∂x

∂r
= et+s+r,

∂x

∂s
= et+s+r,

∂x

∂t
= et+s+r,

∂y

∂r
= 0,

∂y

∂s
= 8s,

∂y

∂t
= 8t.

于是

∂u

∂r
=

2x

x2 + y2
· et+s+r =

2x2

x2 + y2
=

2e2(t+s+r)

e2(t+s+r) + 16(s2 + t2)2
,

∂u

∂s
=

2x

x2 + y2
· et+s+r +

2y

x2 + y2
· 8s = 2x2 + 16sy

x2 + y2
=

2e2(t+s+r) + 64s(s2 + t2)

e2(t+s+r) + 16(s2 + t2)2
,

∂u

∂t
=

2x

x2 + y2
· et+s+r +

2y

x2 + y2
· 8t = 2x2 + 16ty

x2 + y2
=

2e2(t+s+r) + 64t(s2 + t2)

e2(t+s+r) + 16(s2 + t2)2
.

4. 给定 u = eax(y−z)
a2+1

，y = a sinx，z = cosx。代入得 u = eax(a sinx−cosx)
a2+1

。对 x 求导

du

dx
=

1

a2 + 1
[aeax(a sinx− cosx) + eax(a cosx+ sinx)]

=
eax

a2 + 1

(
a2 sinx+ sinx

)
= eax sinx.

习题 (9.2.20). 求下列复合函数的偏导数或导数，其中 f 均有连续的二阶偏导数.
(1) 设 u = f(x, y), x = t3, y = 2t2，求 du

dt ;
(2) 设 u = f(x, y, z), x = sin t, y = cos t, z = et，求 du

dt ;
(3) 设 u = f(x2 − y2, exy)，求 ∂u

∂x
, ∂2u
∂x∂y

;
(4) 设 u = f(x+ y + z, x2 + y2 + z2)，求 ∂u

∂x
, ∂

2u
∂x2 ,

∂2u
∂x∂y

.
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解答:
1. 由链式法则，

du
dt =

∂f

∂x

dx
dt +

∂f

∂y

dy
dt .

其中 x = t3, y = 2t2，故 dx
dt = 3t2, dy

dt = 4t。代入得

du
dt = 3t2 fx(t

3, 2t2) + 4t fy(t
3, 2t2).

2. 由链式法则，
du
dt =

∂f

∂x

dx
dt +

∂f

∂y

dy
dt +

∂f

∂z

dz
dt .

已知 x = sin t, y = cos t, z = et，故 dx
dt = cos t, dy

dt = − sin t, dz
dt = et。代入得

du
dt = cos t fx(sin t, cos t, et)− sin t fy(sin t, cos t, et) + et fz(sin t, cos t, et).

3. 令 s = x2 − y2, t = exy，则 u = f(s, t)。由链式法则，

∂u

∂x
=

∂f

∂s

∂s

∂x
+

∂f

∂t

∂t

∂x
= fs · 2x+ ft · yexy.

即
∂u

∂x
= 2x fs(s, t) + yexy ft(s, t).

接下来计算混合偏导数 ∂2u
∂x∂y

= ∂
∂y

(
∂u
∂x

)
。首先

∂

∂y

(
2xfs

)
= 2x

∂fs
∂y

.

而 fs 是 s, t 的函数，故

∂fs
∂y

=
∂fs
∂s

∂s

∂y
+

∂fs
∂t

∂t

∂y

= fss · (−2y) + fst · xexy

= −2yfss + xexyfst.

所以
∂

∂y

(
2xfs

)
= 2x

(
−2yfss + xexyfst

)
= −4xyfss + 2x2exyfst.

其次，计算 ∂
∂y

(
yexyft

)
，使用乘积法则：

∂

∂y

(
yexyft

)
=

∂y

∂y
exyft + y

∂

∂y

(
exy
)
ft + yexy

∂ft
∂y

= exyft + y · xexyft + yexy
(
∂ft
∂s

∂s

∂y
+

∂ft
∂t

∂t

∂y

)
= exyft + xyexyft + yexy

(
fts · (−2y) + ftt · xexy

)
= exyft + xyexyft − 2y2exyfts + xye2xyftt.
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由于 f 具有连续的二阶偏导数，故 fst = fts。将两部分相加，得

∂2u

∂x∂y
=
(
−4xyfss + 2x2exyfst

)
+
(
exyft + xyexyft − 2y2exyfst + xye2xyftt

)
= −4xyfss + 2exy(x2 − y2)fst + xye2xyftt + exy(1 + xy)ft.

其中所有 f 的偏导数均在 (s, t) = (x2 − y2, exy) 处取值。
4. 令 p = x+ y + z, q = x2 + y2 + z2，则 u = f(p, q)。由链式法则，

∂u

∂x
=

∂f

∂p

∂p

∂x
+

∂f

∂q

∂q

∂x
= fp · 1 + fq · 2x = fp + 2xfq.

接下来计算二阶偏导数。首先

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
fp + 2xfq

)
.

注意 fp, fq 均为 p, q 的函数，故

∂fp
∂x

=
∂fp
∂p

∂p

∂x
+

∂fp
∂q

∂q

∂x
= fpp · 1 + fpq · 2x = fpp + 2xfpq,

∂fq
∂x

=
∂fq
∂p

∂p

∂x
+

∂fq
∂q

∂q

∂x
= fqp · 1 + fqq · 2x = fpq + 2xfqq (因fpq = fqp).

于是

∂2u

∂x2
=
(
fpp + 2xfpq

)
+
(
2fq + 2x(fpq + 2xfqq)

)
= fpp + 2xfpq + 2fq + 2xfpq + 4x2fqq

= fpp + 4xfpq + 4x2fqq + 2fq.

其次，计算混合偏导数
∂2u

∂x∂y
=

∂

∂y

(
fp + 2xfq

)
.

类似地，

∂fp
∂y

=
∂fp
∂p

∂p

∂y
+

∂fp
∂q

∂q

∂y
= fpp · 1 + fpq · 2y = fpp + 2yfpq,

∂fq
∂y

=
∂fq
∂p

∂p

∂y
+

∂fq
∂q

∂q

∂y
= fpq · 1 + fqq · 2y = fpq + 2yfqq.

因此

∂2u

∂x∂y
=
(
fpp + 2yfpq

)
+ 2x

(
fpq + 2yfqq

)
= fpp + 2yfpq + 2xfpq + 4xyfqq

= fpp + 2(x+ y)fpq + 4xyfqq.

以上所有 f 的偏导数均在 (p, q) = (x+ y + z, x2 + y2 + z2) 处取值。
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习题 (9.2.22). 试求函数 z = arctan y
x
在圆 x2 + y2 − 2x = 0 上一点 P

(
1
2
,
√
3
2

)
处沿该圆周

逆时针方向上的方向导数.

解答: 函数 z = arctan y
x
的梯度为

∇z =

(
∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
.

计算偏导数：
∂z

∂x
= − y

x2 + y2
,

∂z

∂y
=

x

x2 + y2
.

在点 P
(

1
2
,
√
3
2

)
处，有 x2 + y2 = 1，故

∂z

∂x

∣∣∣∣
P

= −
√
3/2

1
= −

√
3

2
,

∂z

∂y

∣∣∣∣
P

=
1/2

1
=

1

2
.

因此

∇z(P ) =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
.

圆 x2 + y2 − 2x = 0 可写为 (x− 1)2 + y2 = 1。为求点 P 处沿逆时针方向的单位切向量，将
圆参数化为

x = 1 + cos θ, y = sin θ,

其中 θ 增加的方向即为逆时针方向。在点 P 处，cos θ = −1
2
，sin θ =

√
3
2
，故 θ = 2π

3
。速度

向量为 (
dx
dθ ,

dy
dθ

)
= (− sin θ, cos θ),

其模长为 1。于是逆时针方向的单位切向量为

u = (− sin θ, cos θ)
∣∣
θ=2π/3

=

(
−
√
3

2
,−1

2

)
.

方向导数为梯度与单位切向量的点积：

Duz(P ) = ∇z(P ) · u

=

(
−
√
3

2
,
1

2

)
·

(
−
√
3

2
,−1

2

)

=

(
−
√
3

2

)
×

(
−
√
3

2

)
+

(
1

2

)
×
(
−1

2

)
=

3

4
− 1

4
=

2

4
=

1

2
.

习题 (9.2.24). 设 r = xi+ yj + zk，r = |r|，试求（1）grad 1
r2
；（2）grad ln r。
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解答: 设 r = xi + yj + zk，r = |r| =
√
x2 + y2 + z2。梯度算子 ∇ = ∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k。

(1). 计算 ∇
(

1
r2

)
。令 f(x, y, z) = 1

r2
= 1

x2+y2+z2
，则

∂f

∂x
= − 2x

(x2 + y2 + z2)2
= −2x

r4
,

∂f

∂y
= −2y

r4
,

∂f

∂z
= −2z

r4
.

因此

∇
(

1

r2

)
= −2x

r4
i − 2y

r4
j − 2z

r4
k = −2r

r4
= −2r̂

r3
,

其中 r̂ = r/r 为径向单位向量。
(2). 计算 ∇(ln r)。令 g(x, y, z) = ln r = ln

√
x2 + y2 + z2 = 1

2
ln(x2 + y2 + z2)，则

∂g

∂x
=

1

2
· 2x

x2 + y2 + z2
=

x

r2
,

∂g

∂y
=

y

r2
,

∂g

∂z
=

z

r2
.

因此

∇(ln r) =
x

r2
i + y

r2
j + z

r2
k =

r
r2

=
r̂
r
.

习题 (9.2.31). 试证：方程 ∂2u
∂x2 +2 ∂2u

∂x∂y
cosx− ∂2u

∂y2
sin2 x− ∂u

∂y
sinx = 0经变换 ξ = x−sinx+y,

η = x+ sinx− y 后变成 ∂2u
∂ξ∂η

= 0。（其中二阶偏导数均连续。）

解答: 令变换
ξ = x− sinx+ y, η = x+ sinx− y.

计算一阶偏导数

ξx = 1− cosx, ξy = 1, ηx = 1 + cosx, ηy = −1.

由链式法则，

ux = uξξx + uηηx = uξ(1− cosx) + uη(1 + cosx),
uy = uξξy + uηηy = uξ − uη.

再计算二阶偏导数。首先，

∂uξ

∂x
= uξξξx + uξηηx = uξξ(1− cosx) + uξη(1 + cosx),

∂uξ

∂y
= uξξξy + uξηηy = uξξ − uξη,

∂uη

∂x
= uηξξx + uηηηx = uξη(1− cosx) + uηη(1 + cosx),

∂uη

∂y
= uηξξy + uηηηy = uξη − uηη.

8
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于是

uxx =
∂

∂x
(ux)

=
[
uξξ(1− cosx) + uξη(1 + cosx)

]
(1− cosx) + uξ sinx

+
[
uξη(1− cosx) + uηη(1 + cosx)

]
(1 + cosx)− uη sinx

= uξξ(1− cosx)2 + uξη(1 + cosx)(1− cosx) + uξ sinx

+ uξη(1− cosx)(1 + cosx) + uηη(1 + cosx)2 − uη sinx

= uξξ(1− cosx)2 + 2uξη sin2 x+ uηη(1 + cosx)2 + sinx(uξ − uη).

其次，

uxy =
∂

∂y
(ux)

= (uξξ − uξη)(1− cosx) + (uξη − uηη)(1 + cosx)
= uξξ(1− cosx)− uξη(1− cosx) + uξη(1 + cosx)− uηη(1 + cosx)
= uξξ(1− cosx) + 2uξη cosx− uηη(1 + cosx).

最后，

uyy =
∂

∂y
(uy) =

∂uξ

∂y
− ∂uη

∂y

= (uξξ − uξη)− (uξη − uηη) = uξξ − 2uξη + uηη.

将以上表达式代入原方程

uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0.

计算各项：

uxx = uξξ(1− cosx)2 + 2uξη sin2 x+ uηη(1 + cosx)2 + sinx(uξ − uη),

2 cosxuxy = 2 cosx
[
uξξ(1− cosx) + 2uξη cosx− uηη(1 + cosx)

]
,

− sin2 xuyy = − sin2 x(uξξ − 2uξη + uηη),

− sinxuy = − sinx(uξ − uη).

注意到 sinx(uξ − uη) 与 − sinx(uξ − uη) 相消。合并 uξξ、uξη、uηη 的系数：

uξξ 的系数：(1− cosx)2 + 2 cosx(1− cosx)− sin2 x

= (1− 2 cosx+ cos2 x) + (2 cosx− 2 cos2 x)− sin2 x

= 1− cos2 x− sin2 x = 0,

uηη 的系数：(1 + cosx)2 − 2 cosx(1 + cosx)− sin2 x

= (1 + 2 cosx+ cos2 x) + (−2 cosx− 2 cos2 x)− sin2 x

= 1− cos2 x− sin2 x = 0,

uξη 的系数：2 sin2 x+ 4 cos2 x+ 2 sin2 x = 4 sin2 x+ 4 cos2 x = 4.

因此原方程化为
4uξη = 0 =⇒ uξη = 0.

9
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即
∂2u

∂ξ∂η
= 0.

习题 (9.2.32). 设变换
{

u = x− 2y,
v = x+ ay

可把方程 6 ∂2z
∂x2 +

∂2z
∂x∂y

− ∂2z
∂y2

= 0 简化为 ∂2z
∂u∂v

= 0, 求

常数 a. (其中二阶偏导数均连续.)

解答: 设变换 u = x− 2y, v = x+ ay 将方程 6 ∂2z
∂x2 +

∂2z
∂x∂y

− ∂2z
∂y2

= 0化为 ∂2z
∂u∂v

= 0。求常数 a。

利用链式法则计算一阶偏导数：

∂z

∂x
=

∂z

∂u

∂u

∂x
+

∂z

∂v

∂v

∂x
= zu + zv,

∂z

∂y
=

∂z

∂u

∂u

∂y
+

∂z

∂v

∂v

∂y
= −2zu + azv.

再计算二阶偏导数：

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(zu + zv) = (zuu + zuv) + (zuv + zvv) = zuu + 2zuv + zvv,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y
(zu + zv) = (−2zuu + azuv) + (−2zuv + azvv) = −2zuu + (a− 2)zuv + azvv,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y
(−2zu + azv) = 4zuu − 4azuv + a2zvv.

代入原方程 6 ∂2z
∂x2 +

∂2z
∂x∂y

− ∂2z
∂y2

= 0 得：

6(zuu + 2zuv + zvv) +
(
−2zuu + (a− 2)zuv + azvv

)
−
(
4zuu − 4azuv + a2zvv

)
= 0.

合并同类项：

zuu 的系数：6− 2− 4 = 0,

zuv 的系数：12 + (a− 2) + 4a = 10 + 5a,

zvv 的系数：6 + a− a2.

于是变换后的方程为
(10 + 5a)zuv + (6 + a− a2)zvv = 0.

要使其化为 ∂2z
∂u∂v

= 0，须有 zvv 的系数为零且 zuv 的系数非零，即

6 + a− a2 = 0, 10 + 5a ̸= 0.

解 6+ a− a2 = 0 得 a2 − a− 6 = 0，即 (a− 3)(a+2) = 0，故 a = 3 或 a = −2。当 a = 3 时，
10 + 5 · 3 = 25 ̸= 0；当 a = −2 时，10 + 5 · (−2) = 0，不满足非零条件。因此常数 a = 3。

习题 (9.2.34). 设 u = u(x, y) ，当 y = x2 时有 u = 1, ∂u
∂x

= x ，求当 y = x2 时的 ∂u
∂y
.

10
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解答: 由于在曲线 y = x2 上 u(x, x2) = 1 恒成立，对该恒等式关于 x 求导得

d
dxu(x, x

2) =
d
dx1 = 0.

由链式法则，
∂u

∂x
· dx

dx +
∂u

∂y
· d

dx(x
2) =

∂u

∂x
+ 2x

∂u

∂y
= 0.

已知在曲线上 ∂u
∂x

= x，代入得

x+ 2x
∂u

∂y
= 0.

当 x ̸= 0 时，两边除以 x 得

1 + 2
∂u

∂y
= 0 =⇒ ∂u

∂y
= −1

2
.

当 x = 0 时，方程化为 0 = 0，不限制 ∂u
∂y
的值。若假设 u 连续可微（C1），则 ∂u

∂y
沿曲线连

续，由极限 x → 0 得 ∂u
∂y
(0, 0) = −1

2
。因此，在 y = x2 上恒有 ∂u

∂y
= −1

2
。

习题 (9.2.35). 设 u = u(x, y) 满足方程 ∂2u
∂x2 − ∂2u

∂y2
= 0 以及条件 u(x, 2x) = x, u′

x(x, 2x) = x2,

求 u′′
xx(x, 2x), u

′′
xy(x, 2x), u

′′
yy(x, 2x).（其中二阶偏导数均连续.）

解答: 设 a = uxx(x, 2x), b = uxy(x, 2x), d = uyy(x, 2x)，由二阶偏导连续知 uxy = uyx。由方

程
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 得

a− d = 0 =⇒ a = d. (1)
对条件 u(x, 2x) = x 关于 x 求全导数：

d
dxu(x, 2x) = ux(x, 2x) + 2 uy(x, 2x) = 1.

代入 ux(x, 2x) = x2 得

x2 + 2 uy(x, 2x) = 1 =⇒ uy(x, 2x) =
1− x2

2
. (2)

再对 ux(x, 2x) = x2 关于 x 求全导数：

d
dxux(x, 2x) = uxx(x, 2x) + 2 uxy(x, 2x) = 2x,

即
a+ 2b = 2x. (3)

对 (2) 式关于 x 求全导数：

d
dxuy(x, 2x) = uyx(x, 2x) + 2 uyy(x, 2x) = −x,

11
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利用 uyx = uxy 得
b+ 2d = −x. (4)

联立 (1)、(3)、(4) 求解。将 a = d 代入 (3) 得 d+ 2b = 2x，即

b = x− d

2
.

代入 (4)： (
x− d

2

)
+ 2d = −x,

x+
3

2
d = −x,

3

2
d = −2x,

d = −4

3
x.

于是

a = d = −4

3
x, b = x− 1

2

(
−4

3
x

)
= x+

2

3
x =

5

3
x.

习题 (9.2.36). 求下列复合函数的微分 du: (1) u = f(t), t = x + y; (3) u = f(x, y, z), x =
t, y = t2, z = t3; (5) u = f(ξ, η, ζ), ξ = x2 + y2, η = x2 − y2, ζ = 2xy.

解答:
1. 给定 u = f(t), t = x+ y. 由链式法则,

du = f ′(t) dt = f ′(t)(dx+ dy),

其中 dt = dx+ dy.
2. 给定 u = f(x, y, z), x = t, y = t2, z = t3. 由链式法则,

du
dt =

∂f

∂x

dx
dt +

∂f

∂y

dy
dt +

∂f

∂z

dz
dt = fx · 1 + fy · 2t+ fz · 3t2.

因此,
du =

(
fx + 2tfy + 3t2fz

)
dt,

其中偏导数在 (x, y, z) = (t, t2, t3) 处取值.
3. 给定 u = f(ξ, η, ζ), ξ = x2 + y2, η = x2 − y2, ζ = 2xy. 由链式法则,

∂u

∂x
=

∂f

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂f

∂η

∂η

∂x
+

∂f

∂ζ

∂ζ

∂x

= fξ · 2x+ fη · 2x+ fζ · 2y = 2x(fξ + fη) + 2yfζ ,

∂u

∂y
=

∂f

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂f

∂η

∂η

∂y
+

∂f

∂ζ

∂ζ

∂y

= fξ · 2y + fη · (−2y) + fζ · 2x = 2y(fξ − fη) + 2xfζ .
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于是全微分为

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy =

[
2x(fξ + fη) + 2yfζ

]
dx+

[
2y(fξ − fη) + 2xfζ

]
dy.

亦可写为 du = fξ dξ + fη dη + fζ dζ, 其中

dξ = 2x dx+ 2y dy, dη = 2x dx− 2y dy, dζ = 2y dx+ 2x dy.

习题 (9.3.1). 证明下列方程在指定点的邻域内对 y 有唯一解，并求出 y 对 x 在该点处的一
阶和二阶导数. (1) x2 + xy + y2 = 7，在 (2, 1) 处；(2) x cosxy = 0，在

(
1, π

2

)
处.

解答:
1. 定义 F (x, y) = x2 + xy + y2 − 7。则 F (2, 1) = 0，且

Fy(x, y) = x+ 2y, Fy(2, 1) = 4 ̸= 0.

由隐函数定理，在 x = 2 的某邻域内存在唯一的 C2 函数 y = y(x) 使得 y(2) = 1 且
F (x, y(x)) = 0。
对方程 F (x, y) = 0 隐式求导：

Fx + Fyy
′ = 0, Fx = 2x+ y, Fy = x+ 2y,

故

y′ = −2x+ y

x+ 2y
.

在点 (2, 1) 处，

y′(2) = −2 · 2 + 1

2 + 2 · 1
= −5

4
.

再次求导：

d
dx(Fx + Fyy

′) = 0 =⇒ (2 + y′) + (1 + 2y′)y′ + (x+ 2y)y′′ = 0.

代入 x = 2，y = 1，y′ = −5/4：

2− 5

4
+

(
1 + 2

(
−5

4

))(
−5

4

)
+ (2 + 2)y′′ = 0,

3

4
+

(
−3

2

)(
−5

4

)
+ 4y′′ = 0,

3

4
+

15

8
+ 4y′′ = 0 =⇒ 21

8
+ 4y′′ = 0,

所以

y′′(2) = −21

32
.
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2. 定义 G(x, y) = x cos(xy)。则 G
(
1, π

2

)
= 0，且

Gy(x, y) = −x2 sin(xy), Gy

(
1,

π

2

)
= −1 ̸= 0.

由隐函数定理，在 x = 1 的某邻域内存在唯一的 C2 函数 y = y(x) 使得 y(1) = π
2
且

G(x, y(x)) = 0。
对方程 G(x, y) = 0 隐式求导：

Gx +Gyy
′ = 0, Gx = cos(xy)− xy sin(xy), Gy = −x2 sin(xy),

故

y′ = −Gx

Gy

=
cos(xy)− xy sin(xy)

x2 sin(xy) .

在点
(
1, π

2

)
处，cos

(
π
2

)
= 0，sin

(
π
2

)
= 1，于是

y′(1) =
0− π

2
· 1

1 · 1
= −π

2
.

再次隐式求导。令 u = xy，由 Gx +Gyy
′ = 0 得

cosu− u sinu− x2 sinu · y′ = 0.

对 x 求导：

− sinu · u′ − u′(sinu+ u cosu)−
[
2x sinu · y′ + x2 cosu · u′ · y′ + x2 sinu · y′′

]
= 0.

在 x = 1，y = π
2
处，u = π

2
，sinu = 1，cosu = 0，y′ = −π

2
，u′ = y+xy′ = π

2
+
(
−π

2

)
= 0。

代入得

0− 0−
[
2 · 1 · 1 ·

(
−π

2

)
+ 0 + 1 · 1 · y′′

]
= 0 =⇒ π − y′′ = 0,

所以
y′′(1) = π.

习题 (9.3.2). 求由下列方程所确定的隐函数的导数. (2) ln
√

x2 + y2 = arctan y
x
, 求 dy

dx 和
d2y
dx2 ;

解答: 将方程 ln
√

x2 + y2 = arctan y
x
化简为

1

2
ln(x2 + y2) = arctan y

x
.

对两边关于 x 求导（视 y 为 x 的函数），记 y′ = dy
dx。左端求导：

d
dx

(
1

2
ln(x2 + y2)

)
=

1

2
· 1

x2 + y2
· (2x+ 2yy′)

=
x+ yy′

x2 + y2
.
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右端求导：

d
dx

(
arctan y

x

)
=

1

1 +
(
y
x

)2 · y
′x− y

x2

=
x2

x2 + y2
· xy

′ − y

x2

=
xy′ − y

x2 + y2
.

令两式相等：
x+ yy′

x2 + y2
=

xy′ − y

x2 + y2
.

由于 x2 + y2 > 0，比较分子得
x+ yy′ = xy′ − y.

解出 y′：

x+ y = xy′ − yy′ = y′(x− y),

y′ =
x+ y

x− y
, x ̸= y.

接下来求二阶导数 y′′ = d2y
dx2。对 y′ = x+y

x−y
关于 x 求导，使用商法则：

y′′ =
(1 + y′)(x− y)− (x+ y)(1− y′)

(x− y)2
.

化简分子：

(1 + y′)(x− y)− (x+ y)(1− y′) = (x− y) + y′(x− y)− (x+ y) + y′(x+ y)

= −2y + 2xy′

= 2(xy′ − y).

于是

y′′ =
2(xy′ − y)

(x− y)2
.

代入 y′ = x+y
x−y
：

xy′ − y = x · x+ y

x− y
− y

=
x2 + xy − y(x− y)

x− y

=
x2 + xy − xy + y2

x− y

=
x2 + y2

x− y
.

因此

y′′ =
2 · x2+y2

x−y

(x− y)2
=

2(x2 + y2)

(x− y)3
.
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