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习题 (9.1.8). 画出函数 z = cos(2x+ y) 的略图以及对应于 z = 0,±1,±1
2
的等高线.

解答: 函数 z = cos(2x + y) 是一个三元函数，其图像是一个三维曲面。由于自变量线性组
合 2x+ y 作为余弦函数的输入，该曲面在 (x, y) 平面上沿方向 (2, 1) 呈周期性振荡，而在垂
直于 (2, 1) 的方向上函数值保持常数。振幅为 1，周期在方向 (2, 1) 上为 2π/

√
5（实际周期

长度需考虑方向向量模长）。曲面整体呈波纹状，平行于直线 2x+ y =常数 的截面为水平线
（即等高线）。

等高线方程为 z = c（c 为常数），对应于直线族 2x + y = arccos(c) + 2nπ 或 2x + y =
− arccos(c) + 2nπ（n ∈ Z）。所有等高线均为斜率为 −2 的直线。

具体等高线方程如下：
对应于 z = 0：

cos(2x+ y) = 0 ⇒ 2x+ y =
π

2
+ nπ, n ∈ Z,

即

y = −2x+ π

(
n− 1

2

)
, n ∈ Z.

对应于 z = 1：

cos(2x+ y) = 1 ⇒ 2x+ y = 2nπ, n ∈ Z,

即
y = −2x+ 2nπ, n ∈ Z.

对应于 z = −1：

cos(2x+ y) = −1 ⇒ 2x+ y = π(2n− 1), n ∈ Z,

即
y = −2x+ π(2n− 1), n ∈ Z.

对应于 z = 1
2
：

cos(2x+ y) =
1

2
⇒ 2x+ y = ±π

3
+ 2nπ, n ∈ Z,

即
y = −2x+

π

3
+ 2nπ 或 y = −2x− π

3
+ 2nπ, n ∈ Z.

对应于 z = −1
2
：

cos(2x+ y) = −1

2
⇒ 2x+ y = ±2π

3
+ 2nπ, n ∈ Z,

即

y = −2x+
2π

3
+ 2nπ 或 y = −2x− 2π

3
+ 2nπ, n ∈ Z.
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习题 (9.1.13). 设 f(x, y) = xy, φ(x, y) = x+y, ψ(x, y) = x−y，求 f [φ(x, y), ψ(x, y)], φ[f(x, y), ψ(x, y)], ψ[φ(x, y), f(x, y)].

解答: 设 f(x, y) = xy, φ(x, y) = x+ y, ψ(x, y) = x− y。
1. 计算 f [φ(x, y), ψ(x, y)]：

f(φ(x, y), ψ(x, y)) = (φ(x, y))ψ(x,y) = (x+ y)x−y.

2. 计算 φ[f(x, y), ψ(x, y)]：

φ(f(x, y), ψ(x, y)) = f(x, y) + ψ(x, y) = xy + (x− y).

3. 计算 ψ[φ(x, y), f(x, y)]：

ψ(φ(x, y), f(x, y)) = φ(x, y)− f(x, y) = (x+ y)− xy.

习题 (9.1.14). (1) lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2

|x|+|y| ;

(2) lim
(x,y)→(0,a)

sinxy
x

;

(3) lim
(x,y)→(+∞,+∞)

(
xy

x2+y2

)x
;

(4) lim
(x,y)→(+∞,+∞)

(
1 + 1

x

) x2

x+y ;

(5) lim
(x,y)→(0,0)

x3+y3

x2+y2
;

(6) lim
(x,y)→(∞,∞)

x2+y2

x4+y4
;

(7) lim
(x,y)→(+∞,+∞)

(x2 + y2)e−(x+y);

(8) lim
(x,y)→(1,0)

ln(x+ey)√
x2+y2

;

(9) lim
(x,y)→(0,0)

xy√
xy+1−1

;

(10) lim
(x,y)→(0,0)

√
xy+1−1
x+y

;

(11) lim
(x,y)→(0,0)

1−cos(x2+y2)
(x2+y2)x2y2

;

(12) lim
(x,y)→(0,0)

(1+xy)
1

x+y

x+y
.
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解答:
(1). 注意到 0 ⩽ x2+y2

|x|+|y| ⩽
(|x|+|y|)2
|x|+|y| = |x|+ |y|，而 lim

(x,y)→(0,0)
(|x|+ |y|) = 0，由夹逼定理得极限

为 0。
(2). 由于 lim

u→0

sinu
u

= 1，且当 (x, y) → (0, a) 时 xy → 0，故

sin(xy)
x

= y · sin(xy)
xy

→ a · 1 = a.

所以极限为 a。
(3). 因为 x2 + y2 ⩾ 2xy，所以 xy

x2+y2
⩽ 1

2
，从而

0 ⩽
(

xy

x2 + y2

)x
⩽
(
1

2

)x
.

当 (x, y) → (+∞,+∞) 时 x→ +∞，故
(
1
2

)x → 0，由夹逼定理得极限为 0。
(4). 考虑不同路径。取 y = x，则

(
1 +

1

x

) x2

x+x

=

(
1 +

1

x

)x
2

→ e1/2.

取 y = 2x，则 (
1 +

1

x

) x2

x+2x

=

(
1 +

1

x

)x
3

→ e1/3.

路径不同极限不同，故极限不存在。
(5). 利用不等式 |x3| ⩽ |x|(x2 + y2) 和 |y3| ⩽ |y|(x2 + y2)，得∣∣∣∣x3 + y3

x2 + y2

∣∣∣∣ ⩽ |x|+ |y| → 0.

所以极限为 0。
(6). 由 x4 + y4 ⩾ 1

2
(x2 + y2)2，得

0 ⩽ x2 + y2

x4 + y4
⩽ x2 + y2

1
2
(x2 + y2)2

=
2

x2 + y2
→ 0.

所以极限为 0。
(7). 注意到 (x2 + y2)e−(x+y) ⩽ (x + y)2e−(x+y)，令 t = x + y，当 (x, y) → (+∞,+∞) 时

t→ +∞，而 t2e−t → 0，且原式非负，由夹逼定理得极限为 0。
(8). 函数在点 (1, 0) 连续，直接代入得

ln(x+ ey)√
x2 + y2

=
ln(1 + e0)√
12 + 02

= ln 2.

所以极限为 ln 2。
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(9). 有理化分母：

xy√
xy + 1− 1

=
xy
(√

xy + 1 + 1
)

(xy + 1)− 1

=
√
xy + 1 + 1 →

√
0 + 1 + 1 = 2.

所以极限为 2。
(10). 考虑路径 y = kx（k ̸= −1），则

√
xy + 1− 1

x+ y
∼

1
2
xy

x+ y
=

k

2(1 + k)
x→ 0.

但存在其他路径可得不同极限。例如，取常数 c ̸= 0，构造路径使得 xy
x+y

= c（如 xn =
1
n
, yn = cxn

xn−c），则原式 → c
2
。由于不同 c 对应不同极限，故极限不存在。

(11). 由泰勒展开 1− cosu ∼ 1
2
u2（u→ 0），取 u = x2 + y2，则

1− cos(x2 + y2)

(x2 + y2)x2y2
∼

1
2
(x2 + y2)2

(x2 + y2)x2y2

=
1

2
· x

2 + y2

x2y2
=

1

2

(
1

x2
+

1

y2

)
→ +∞.

所以极限为 +∞。
(12). 考虑不同路径。取 y = x（x > 0），则

(1 + xy)
1

x+y

x+ y
=

(1 + x2)
1
2x

2x
∼ 1

2x
→ +∞.

取 y = −2x（x > 0），则 x+ y = −x < 0，

(1 + xy)
1

x+y

x+ y
=

(1− 2x2)−
1
x

−x
∼ −1

x
→ −∞.

路径不同极限不同，故极限不存在。

习题 (9.1.17). 研究下列函数的连续性：

(1) f(x, y) =
{

xy
x−y , x ̸= y,

0, x = y;

(2) f(x, y) =
{
x sin 1

y
, y ̸= 0,

0, y = 0;

(3) f(x, y) =
{

x2y
x2+y2

, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0);

(4) f(x, y) =
{
x−y
x+y

, x+ y ̸= 0,

0, x+ y = 0.

解答:
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1. 函数在 x ̸= y 时连续。在 x = y 上任意一点 (a, a)，考虑极限 lim(x,y)→(a,a)
xy
x−y。若

a ̸= 0，沿路径 y = a（x ̸= a），有

f(x, a) =
ax

x− a
→ ∞ (x→ a),

极限不存在，故不连续。若 a = 0，沿路径 y = x+ x2（x ̸= 0），有

f(x, x+ x2) =
x(x+ x2)

−x2
= −1− x→ −1 (x→ 0),

而沿 y = x 时 f = 0，极限不唯一，故也不连续。因此，函数在直线 x = y 上处处不连
续，在其他点连续。

2. 当 y ̸= 0 时，x sin 1
y
连续。在 y = 0 上：

• 在 (0, 0) 处，由于 |x sin 1
y
| ≤ |x|，有 lim(x,y)→(0,0) x sin 1

y
= 0 = f(0, 0)，故连续。

• 在 (a, 0)（a ̸= 0）处，沿路径 x = a，y → 0，有

f(a, y) = a sin 1

y

震荡无极限，故不连续。
因此，函数在原点连续，在 y = 0（x ̸= 0）上不连续，在其他点连续。

3. 在 (x, y) ̸= (0, 0) 时，函数为有理函数且分母非零，故连续。在 (0, 0) 处，用极坐标：

f = r cos2 θ sin θ, |f | ≤ r → 0 (r → 0),

所以 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0)，故连续。因此，函数在整个 R2 上连续。
4. 函数在 x+ y ̸= 0 时连续。在 x+ y = 0 上：

• 在 (0, 0) 处，沿路径 y = mx（m ̸= −1），有

f =
1−m

1 +m
,

极限随 m 变化，故极限不存在，不连续。
• 在 (a,−a)（a ̸= 0）处，沿路径 y = −a，有

f(x,−a) = x+ a

x− a
→ ∞ (x→ a),

极限不存在，故不连续。
因此，函数在直线 x+ y = 0 上处处不连续，在其他点连续。

习题 (9.1.18). 证明：函数

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2

, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0

在点 (0, 0) 沿着过此点的每一射线 x = t cosα, y = t sinα (0 ⩽ t < +∞) 连续，即
limt→0 f(t cosα, t sinα) = f(0, 0). 但此函数在点 (0, 0) 并不连续.
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解答: 首先证明函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 沿任何过此点的射线连续。设射线参数方程为
x = t cosα, y = t sinα（t ⩾ 0），则当 t > 0 时，

f(t cosα, t sinα) = (t cosα)2 · t sinα
(t cosα)4 + (t sinα)2

=
t3 cos2 α sinα

t4 cos4 α + t2 sin2 α

=
t cos2 α sinα

t2 cos4 α + sin2 α
.

考虑极限 t→ 0：
• 若 sinα ̸= 0，则分母趋于 sin2 α ̸= 0，分子趋于 0，故极限为 0。
• 若 sinα = 0（即射线沿 x 轴），则 f(t cosα, 0) = 0，极限也为 0。

因此对任意 α，均有
lim
t→0

f(t cosα, t sinα) = 0 = f(0, 0),

即 f 在 (0, 0) 沿每一射线连续。
其次证明 f 在 (0, 0) 不连续。考虑路径 y = x2（x ̸= 0），代入得

f(x, x2) =
x2 · x2

x4 + (x2)2

=
x4

x4 + x4

=
1

2
.

故当 x → 0 时，f(x, x2) → 1
2
̸= 0 = f(0, 0)，即沿该路径极限不为 0，所以 f 在 (0, 0) 不连

续。
综上，函数在点 (0, 0) 沿所有射线连续，但在该点不连续。

习题 (9.1.19). 设 f(x, y) 在 D ⊂ R2 上分别对 x 和 y 连续，且关于变量 y 是单调的，证明：
f(x, y) 在 D 上连续.

解答: 设 f(x, y) 在 D ⊂ R2 上分别对 x 和 y 连续，且关于变量 y 单调。不妨设 f 关于 y
单调不减（若单调不增，考虑 −f，结论相同）。以下证明 f 在 D 上连续。
任取 (x0, y0) ∈ D。由于 f 分别连续，通常 D 是开区域，故存在 r > 0，使得矩形

[x0 − r, x0 + r]× [y0 − r, y0 + r] ⊂ D。在此矩形内讨论。
对任意 ε > 0，由 f(x0, ·) 在 y0 连续，存在 η > 0（可取 η < r），使得当 |y− y0| < η 时，

|f(x0, y)− f(x0, y0)| <
ε

2
.

取 y1 = y0 − η/2，y2 = y0 + η/2，则 y1 < y0 < y2，且 (x0, y1), (x0, y2) ∈ D。
由 f(·, y1) 和 f(·, y2) 在 x0 连续，存在 δ1 > 0，使得当 |x− x0| < δ1 时，

|f(x, y1)− f(x0, y1)| <
ε

2
, |f(x, y2)− f(x0, y2)| <

ε

2
.

取 δ = min{δ1, η/2} > 0。对任意 (x, y) ∈ D 满足 |x− x0| < δ，|y − y0| < δ，有

y1 < y < y2.
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由于 f 关于 y 单调不减，

f(x, y1) ≤ f(x, y) ≤ f(x, y2). (1)

结合前述估计：

f(x, y1) > f(x0, y1)−
ε

2
>
(
f(x0, y0)−

ε

2

)
− ε

2
= f(x0, y0)− ε,

f(x, y2) < f(x0, y2) +
ε

2
<
(
f(x0, y0) +

ε

2

)
+
ε

2
= f(x0, y0) + ε,

其中用到了 |f(x0, yi)− f(x0, y0)| < ε/2（i = 1, 2）。代入 (1) 得

f(x0, y0)− ε < f(x, y) < f(x0, y0) + ε,

即 |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε。
故 f 在 (x0, y0) 连续。由 (x0, y0) 的任意性，f 在 D 上连续。
若 f 关于 y 单调不增，考虑 −f 即得证。

习题 (9.1.23). 设 f(x, y) = 1
1−xy , (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1], (x, y) ̸= (1, 1), ，证明：函数 f(x, y)

连续但不一致连续.

解答: （1）连续性：对任意 (x0, y0) ∈ [0, 1]× [0, 1]且 (x0, y0) ̸= (1, 1)，有 1−x0y0 ̸= 0。由于
多项式 xy 连续，故 1− xy 连续，在非零点处倒数函数连续，因此 f(x, y) = 1

1−xy 在 (x0, y0)

连续。由 (x0, y0) 的任意性知 f 在定义域上连续。
（2）不一致连续性：构造点列

Pn =

(
1− 1

n
, 1− 1

n

)
, Qn =

(
1− 1

n
, 1− 1

n+ 1

)
, n ≥ 2.

显然 Pn, Qn ∈ [0, 1)× [0, 1) ⊂定义域。计算距离

∥Pn −Qn∥ =

∣∣∣∣ 1

n+ 1
− 1

n

∣∣∣∣ = 1

n(n+ 1)
→ 0 (n→ ∞).

计算函数值之差

|f(Pn)− f(Qn)| =

∣∣∣∣∣ 1

1−
(
1− 1

n

)2 − 1

1−
(
1− 1

n

) (
1− 1

n+1

)∣∣∣∣∣
=

n− 1

2(2n− 1)
.

当 n→ ∞ 时，
n− 1

2(2n− 1)
→ 1

4
.

取 ε0 =
1
8
> 0，对任意 δ > 0，存在充分大的 n 使得 1

n(n+1)
< δ，且 n−1

2(2n−1)
> 1

8
。于是

∥Pn −Qn∥ < δ, |f(Pn)− f(Qn)| > ε0.

故 f 在定义域上不一致连续。
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习题 (9.2.3). 设 f(x, y) =
∫ x2y
1

sin t
t

dt ，求 ∂f
∂x
, ∂f
∂y
.

解答: 设函数 f(x, y) =
∫ x2y
1

sin t
t

dt。令 u = x2y，则 f(x, y) = F (u)，其中 F (u) =
∫ u
1

sin t
t

dt。
由微积分基本定理，dF

du = sinu
u
。

应用链式法则求偏导数：

∂f

∂x
=

dF
du · ∂u

∂x
=

sinu
u

· (2xy) = sin(x2y)
x2y

· 2xy =
2 sin(x2y)

x
(x ̸= 0),

∂f

∂y
=

dF
du · ∂u

∂y
=

sinu
u

· (x2) = sin(x2y)
x2y

· x2 = sin(x2y)
y

(y ̸= 0).

因此，所求偏导数为
∂f

∂x
=

2 sin(x2y)
x

,
∂f

∂y
=

sin(x2y)
y

.

习题 (9.2.5). 证明：函数 z =
√
x2 + y2 在点 (0, 0) 连续但偏导数不存在.

解答: 考虑函数 z = f(x, y) =
√
x2 + y2，且 f(0, 0) = 0。

连续性：对任意 ε > 0，取 δ = ε，则当 0 <
√

(x− 0)2 + (y − 0)2 =
√
x2 + y2 < δ 时，有

|f(x, y)− f(0, 0)| =
∣∣∣√x2 + y2 − 0

∣∣∣ =√x2 + y2 < δ = ε.

由极限定义，
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 = f(0, 0),

故函数在 (0, 0) 连续。
偏导数不存在：按偏导数定义，

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

√
h2 + 02 − 0

h
= lim

h→0

|h|
h
.

fy(0, 0) = lim
k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0

√
02 + k2 − 0

k
= lim

k→0

|k|
k
.

对于 fx(0, 0)，当 h→ 0+ 时 |h|
h
= 1，当 h→ 0− 时 |h|

h
= −1，故极限不存在。同理，fy(0, 0)

的极限也不存在。因此，函数 z =
√
x2 + y2 在点 (0, 0) 连续但偏导数不存在。

习题 (9.2.9). 在下列各题中，求 ∂2z
∂x2
, ∂2z
∂x∂y

, ∂
2z
∂y2

.
(2) z = arctan x+y

1−xy ;
(4) z = sin2(ax+ by);
(6) z = arcsin(xy).

解答:
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2. 对于 z = arctan x+y
1−xy，利用恒等式 z = arctanx+ arctan y（在定义域内），得

∂z

∂x
=

1

1 + x2
,

∂z

∂y
=

1

1 + y2
.

进而

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
1

1 + x2

)
= − 2x

(1 + x2)2
,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
1

1 + y2

)
= 0,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
1

1 + y2

)
= − 2y

(1 + y2)2
.

4. 对于 z = sin2(ax+ by)，先求一阶偏导数：

∂z

∂x
= 2 sin(ax+ by) cos(ax+ by) · a = a sin(2(ax+ by)),

∂z

∂y
= 2 sin(ax+ by) cos(ax+ by) · b = b sin(2(ax+ by)).

然后求二阶偏导数：

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
a sin(2(ax+ by))

)
= a · cos(2(ax+ by)) · 2a = 2a2 cos(2(ax+ by)),

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
b sin(2(ax+ by))

)
= b · cos(2(ax+ by)) · 2a = 2ab cos(2(ax+ by)),

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
b sin(2(ax+ by))

)
= b · cos(2(ax+ by)) · 2b = 2b2 cos(2(ax+ by)).

6. 对于 z = arcsin(xy)（定义域：|xy| < 1），一阶偏导数为

∂z

∂x
=

y√
1− x2y2

,
∂z

∂y
=

x√
1− x2y2

.

二阶偏导数为

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
y√

1− x2y2

)
= y · xy2

(1− x2y2)3/2
=

xy3

(1− x2y2)3/2
,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
x√

1− x2y2

)
=

1√
1− x2y2

+
x2y2

(1− x2y2)3/2
=

1

(1− x2y2)3/2
,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
x√

1− x2y2

)
= x · x2y

(1− x2y2)3/2
=

x3y

(1− x2y2)3/2
.
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习题 (9.2.11). 设 r =
√
x2 + y2 + z2，证明：当 r ̸= 0 时有

(1) ∂2r
∂x2

+ ∂2r
∂y2

+ ∂2r
∂z2

= 2
r
;

(2) ∂2 ln r
∂x2

+ ∂2 ln r
∂y2

+ ∂2 ln r
∂z2

= 1
r2

;
(3) ∂2

∂x2
1
r
+ ∂2

∂y2
1
r
+ ∂2

∂z2
1
r
= 0.

解答: 由 r =
√
x2 + y2 + z2，r ̸= 0。

(1). 先求一阶偏导数：
∂r

∂x
=
x

r
.

再求二阶偏导数：
∂2r

∂x2
=

∂

∂x

(x
r

)
=
y2 + z2

r3
.

由对称性，
∂2r

∂y2
=
x2 + z2

r3
,

∂2r

∂z2
=
x2 + y2

r3
.

求和得：
∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2
+
∂2r

∂z2
=

2(x2 + y2 + z2)

r3
=

2r2

r3
=

2

r
.

(2). 令 u = ln r。则
∂u

∂x
=

x

r2
.

二阶偏导数：
∂2u

∂x2
=

∂

∂x

( x
r2

)
=

−x2 + y2 + z2

r4
.

由对称性，
∂2u

∂y2
=
x2 − y2 + z2

r4
,

∂2u

∂z2
=
x2 + y2 − z2

r4
.

求和得：
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
=
x2 + y2 + z2

r4
=
r2

r4
=

1

r2
.

(3). 令 v = 1
r
。则

∂v

∂x
= − x

r3
.

二阶偏导数：
∂2v

∂x2
=

∂

∂x

(
− x

r3

)
=

2x2 − y2 − z2

r5
.

由对称性，
∂2v

∂y2
=

−x2 + 2y2 − z2

r5
,

∂2v

∂z2
=

−x2 − y2 + 2z2

r5
.

求和得：
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2
= 0.

以上计算均在 r ̸= 0 时成立。
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习题 (9.2.12). 设

f(x, y) =

{
xy x

2−y2
x2+y2

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0.

证明：函数的二阶偏导数存在，但所有二阶偏导数（特别是两个混合偏导数）在 (0, 0)
不连续，且 f ′′

xy(0, 0) ̸= f ′′
yx(0, 0)（这个例子说明，该函数在一点分别对 x 和 y 求导的次序不

能交换，这是不连续引起的）。

解答: 首先计算一阶偏导数。在原点，由定义：

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0, fy(0, 0) = lim

k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= 0.

在 (x, y) ̸= (0, 0) 处，直接求导得

fx(x, y) =
y(x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
, fy(x, y) =

x(x4 − 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
.

故一阶偏导数处处存在。
其次，计算二阶偏导数在原点处的值。由定义：

fxx(0, 0) = lim
h→0

fx(h, 0)− fx(0, 0)

h
= 0,

fyy(0, 0) = lim
k→0

fy(0, k)− fy(0, 0)

k
= 0,

fxy(0, 0) = lim
k→0

fx(0, k)− fx(0, 0)

k
= lim

k→0

−k
k

= −1,

fyx(0, 0) = lim
h→0

fy(h, 0)− fy(0, 0)

h
= lim

h→0

h

h
= 1.

因此二阶偏导数在原点存在，且 fxy(0, 0) ̸= fyx(0, 0)。
最后，证明所有二阶偏导数在原点不连续。在 (x, y) ̸= (0, 0) 处，

fxx(x, y) = −4xy3(x2 − 3y2)

(x2 + y2)3
,

fyy(x, y) =
4x3y(y2 − 3x2)

(x2 + y2)3
,

fxy(x, y) = fyx(x, y) =
(x2 − y2)(x4 + 10x2y2 + y4)

(x2 + y2)3
.

考察极限 lim(x,y)→(0,0) fxx(x, y)：沿 y = x，

lim
x→0

fxx(x, x) = −4x · x3(x2 − 3x2)

(2x2)3
= 1,

沿 y = 0，fxx(x, 0) = 0，故极限不存在，fxx 在原点不连续。
类似地，对 fyy：沿 y = x，

lim
x→0

fyy(x, x) =
4x3 · x(x2 − 3x2)

(2x2)3
= −1,

11
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沿 x = 0，fyy(0, y) = 0，故极限不存在，fyy 在原点不连续。
对混合偏导函数 g(x, y) = fxy(x, y) = fyx(x, y)，沿射线 y = mx（x ̸= 0），

lim
x→0

g(x,mx) =
(1−m2)(1 + 10m2 +m4)

(1 +m2)3
,

其值依赖于 m。例如：m = 0 时极限为 1，m = 1 时极限为 0，m→ ∞（即沿 y 轴）极限为
−1。故 lim(x,y)→(0,0) g(x, y) 不存在。因此，分别以 fxy(0, 0) = −1 和 fyx(0, 0) = 1 定义的函
数在原点均不连续。

综上所述，函数 f(x, y) 的二阶偏导数在原点存在但不连续，且混合偏导数不相等。
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