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习题 (11.3.6). 计算曲线积分
∫
L

−ydx+xdy
x2+y2

. (1) L 为从点 A(−a, 0) 沿圆周 y =
√
a2 − x2 到点

B(a, 0), a > 0; (2) L 为从点 A(−1, 0) 沿抛物线 y = 4− (x− 1)2 到点 B(3, 0).

解答: 被积表达式为
ω =

−y dx+ x dy
x2 + y2

.

在极坐标下，令 x = r cos θ, y = r sin θ，则

−y dx+ x dy = r2 dθ, x2 + y2 = r2,

于是 ω = dθ。因此曲线积分
∫
L
ω 等于沿曲线 L 从起点到终点幅角的连续变化量，即∫

L

ω = θ(B)− θ(A),

其中 θ 取沿路径连续变化的一个分支。
(1). L 为从 A(−a, 0) 沿圆周 y =

√
a2 − x2 到 B(a, 0)，a > 0。

该圆周是圆心在原点、半径为 a 的上半圆。起点 A 在负 x 轴上，可取幅角 θ(A) = π；
终点 B 在正 x 轴上，可取幅角 θ(B) = 0（或 2π）。沿上半圆，幅角从 π 连续递减到 0，
变化量为

∆θ = 0− π = −π.

所以 ∫
L

−y dx+ x dy
x2 + y2

= −π.

(2). L 为从 A(−1, 0) 沿抛物线 y = 4− (x− 1)2 到 B(3, 0)。
该抛物线开口向下，顶点为 (1, 4)，且当 x = −1 和 x = 3 时 y = 0，曲线上其余点满足
y > 0（在上半平面）。起点 A(−1, 0) 在负 x 轴上，幅角 θ(A) = π；终点 B(3, 0) 在正 x
轴上，幅角 θ(B) = 0。沿抛物线，幅角从 π 连续减小，经过 π/2（当 x = 0 时）直至 0，
净变化

∆θ = 0− π = −π.

因此 ∫
L

−y dx+ x dy
x2 + y2

= −π.

答案
(1) − π, (2) − π.

习题 (11.3.7). 设 D 是平面上由简单闭曲线 L 围成的区域。
(1) 如果 f(x, y) 有连续的二阶导数，证明：∮

L

∂f

∂n
ds =

∫∫
D

∆f dx dy,

并说明当 ∆f = 0 时左端为零；
(2) 如果 a 是单位常值向量，证明：∮

L

cos(a,n) ds = 0;
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(3) 如果 u(x, y), v(x, y) 有连续的二阶导数，证明第二 Green 公式：∮
L

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
ds =

∫∫
D

(v∆u− u∆v) dx dy.

解答: (1) 取向量场 F = ∇f。由平面上的散度定理，∮
L

∇f · n ds =
∫∫

D

div(∇f) dx dy.

注意到 ∇f · n =
∂f

∂n
，且 div(∇f) = ∆f，即得∮

L

∂f

∂n
ds =

∫∫
D

∆f dx dy.

若 ∆f = 0，则右端为零，故左端也为零。
(2) 因 a 与 n 均为单位向量，cos(a,n) = a · n。对常向量场 F = a 应用散度定理，并

利用 diva = 0，有 ∮
L

cos(a,n) ds =
∮
L

a · n ds =
∫∫

D

diva dx dy = 0.

(3) 取向量场 G = v∇u− u∇v。则

divG = ∇v · ∇u+ v∆u−∇u · ∇v − u∆v = v∆u− u∆v.

又有

G · n = v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n
.

由散度定理即得 ∮
L

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
ds =

∫∫
D

(v∆u− u∆v) dx dy.

习题 (11.4.1). 计算下列第二型曲面积分.
(1)

∫∫
S
(x+ y2 + z) dx dy, S 为椭球面 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 的外侧；

(3)
∫∫

S
xy2z2 dy dz, S 为球面 x2 + y2 + z2 = R2 的 x ⩽ 0 的一半，远离球心的一侧；

(5)
∫∫

S
x2 dy dz + y2 dz dx+ z2 dx dy, S 为平面 x+ y + z = 1 在第一卦限的部分，远离

原点的一侧；
(7)

∫∫
S
xz2 dy dz + x2y dz dx+ y2z dx dy, S 是上半球面 z =

√
a2 − x2 − y2 的上侧；

解答:
(1). 设向量场 F = (0, 0, x+ y2 + z)，则 divF = 1。由高斯散度定理，∫∫

S

(x+ y2 + z) dxdy =

∫∫∫
V

1 dV =
4

3
πabc,

其中 V 为椭球体。
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(3). 曲面 S 为 x = −
√

R2 − y2 − z2（y2 + z2 ≤ R2），取远离球心一侧，即法向指向 x 负方
向，故 dydz = −dydz。于是∫∫

S

xy2z2 dydz =

∫∫
y2+z2≤R2

(
−
√

R2 − y2 − z2
)
y2z2 · (−1) dydz

=

∫∫
y2+z2≤R2

√
R2 − y2 − z2 y2z2 dydz.

令 y = r cos θ, z = r sin θ，则

原式 =

∫ 2π

0

∫ R

0

√
R2 − r2 r4 cos2 θ sin2 θ · r drdθ

=
1

8

∫ 2π

0

(1− cos 4θ) dθ
∫ R

0

r5
√
R2 − r2 dr.

∫ 2π

0
(1− cos 4θ) dθ = 2π，

∫ R

0
r5
√
R2 − r2 dr = 8

105
R7，故原式 = π

4
· 8
105

R7 = 2π
105

R7。
(5). 平面 x+ y+ z = 1 在第一卦限部分，远离原点一侧的法向量为 n = (1, 1, 1) 方向，故三

个投影均为正。将曲面分别投影到坐标平面：∫∫
S

x2 dydz =

∫∫
y+z≤1, y,z≥0

(1− y − z)2 dydz,

同理另两项相同。计算∫∫
x+y≤1, x,y≥0

(1− x− y)2 dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1− x− y)2 dydx =
1

12
.

故原式 = 3× 1
12

= 1
4
。

(7). 补上底面 S0 : z = 0, x2 + y2 ≤ a2，取下侧，与上半球面上侧构成封闭曲面外侧。向量
场 F = (xz2, x2y, y2z) 的散度 divF = x2 + y2 + z2。由高斯定理，∫∫

S

F · dS +

∫∫
S0

F · dS =

∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dV,

V 为上半球体。球坐标下，∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dV =

∫ 2π

0

dθ
∫ π/2

0

sinφ dφ
∫ a

0

ρ4 dρ =
2π

5
a5.

在底面 S0 上，z = 0，F = (0, x2y, 0)，法向量向下，dS = (0, 0,−1)dS，故 F · dS = 0。
因此上半球面的积分为 2π

5
a5。

习题 (11.4.2). 求场 v = (x3−yz)i−2x2yj+zk 通过长方体 0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b, 0 ⩽ z ⩽ c
的外侧表面 S 的通量.

解答: 根据散度定理，向量场

v = (x3 − yz)i− 2x2yj + zk
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通过长方体
0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b, 0 ⩽ z ⩽ c

外侧表面 S 的通量等于其散度在长方体上的三重积分。
计算散度：

divv =
∂

∂x
(x3 − yz) +

∂

∂y
(−2x2y) +

∂

∂z
(z) = 3x2 − 2x2 + 1 = x2 + 1.

因此通量

Φ =

∫∫∫
V

(x2 + 1) dV,

其中 V = [0, a]× [0, b]× [0, c]。积分化为累次积分：

Φ =

∫ c

0

∫ b

0

∫ a

0

(x2 + 1) dx dy dz.

由于被积函数仅依赖于 x，可分离变量：

Φ =

(∫ a

0

(x2 + 1) dx
)(∫ b

0

dy
)(∫ c

0

dz
)
.

计算各积分： ∫ a

0

(x2 + 1) dx =

∫ a

0

x2 dx+

∫ a

0

1 dx =
a3

3
+ a,∫ b

0

dy = b,

∫ c

0

dz = c.

故

Φ =

(
a3

3
+ a

)
bc = abc

(
a2

3
+ 1

)
=

abc(a2 + 3)

3
.

因此，所求通量为
abc(a2 + 3)

3
。

习题 (11.5.1). 计算下列曲面积分。
(1)

∫∫
S
(x+1)dydz+ydzdx+(xy+z)dxdy, S是以 O(0, 0, 0), A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1)

为顶点的四面体的外侧表面；
(3)

∫∫
S
x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy, S 是球面 (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 的外侧；

(5)
∫∫

S
(x− z)dydz+ (y− x)dzdx+ (z− y)dxdy, S 是旋转抛物面 z = x2 + y2(0 ⩽ z ⩽ 1)

的下侧；

解答:
(1). 曲面 S 是四面体 OABC 的外侧表面，顶点为 O(0, 0, 0), A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1).

被积表达式为 (x + 1)dydz + ydzdx + (xy + z)dxdy. 应用散度定理，设向量场 F =
(x+ 1, y, xy + z)，则

div F =
∂(x+ 1)

∂x
+

∂y

∂y
+

∂(xy + z)

∂z
= 1 + 1 + 1 = 3.
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曲面积分等于三重积分
∫∫∫

V
3 dV = 3V , 其中 V 是四面体的体积. 四面体的体积为 1

6
，

故 ∫∫
S

(x+ 1)dydz + ydzdx+ (xy + z)dxdy = 3 · 1
6
=

1

2
.

(2). 曲面 S 是球面 (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2 的外侧. 被积表达式为 x2dydz +
y2dzdx+ z2dxdy. 设 F = (x2, y2, z2)，则

div F =
∂x2

∂x
+

∂y2

∂y
+

∂z2

∂z
= 2x+ 2y + 2z = 2(x+ y + z).

由散度定理，曲面积分等于
∫∫∫

V
2(x+y+z) dV ,其中 V 是球体. 作平移变换 u = x−a,

v = y − b, w = z − c，则积分区域变为 u2 + v2 + w2 ⩽ R2，且∫∫∫
V

2(x+ y + z) dV = 2

∫∫∫
u2+v2+w2⩽R2

(u+ v + w + a+ b+ c) dudvdw.

由于 u, v, w 在对称区域上的积分为零，而球体体积为 4
3
πR3，因此∫∫∫

V

2(x+ y + z) dV = 2(a+ b+ c) · 4
3
πR3 =

8πR3

3
(a+ b+ c).

(3). 曲面 S 是旋转抛物面 z = x2 + y2 (0 ⩽ z ⩽ 1)的下侧. 被积表达式为 (x− z)dydz+(y−
x)dzdx+ (z − y)dxdy. 设 F = (x− z, y − x, z − y)，则

div F =
∂(x− z)

∂x
+

∂(y − x)

∂y
+

∂(z − y)

∂z
= 1 + 1 + 1 = 3.

曲面 S 不是封闭的，补上平面圆盘 S1 : z = 1, x2 + y2 ⩽ 1，取上侧. 这样 S（下侧）与
S1（上侧）共同构成封闭曲面的外侧，记所围区域为 V（抛物面与平面 z = 1 之间的区
域）. 由散度定理， ∫∫

S∪S1

F · dS =

∫∫∫
V

3 dV = 3V.

区域 V 的体积为

V =

∫∫∫
V

dV =

∫ 1

0

∫∫
x2+y2⩽z

dxdy dz =

∫ 1

0

πz dz =
π

2
,

故

∫∫
S∪S1

F · dS =
3π

2
.

再计算 S1 上的积分（上侧）. 在平面 z = 1 上，(dydz = 0, dzdx = 0)，只有 dxdy 项
贡献，且 dS = (0, 0, 1) dxdy，因此∫∫

S1

F · dS =

∫∫
S1

(z − y) dxdy =

∫∫
x2+y2⩽1

(1− y) dxdy.

圆盘面积为 π，而 y 的积分为零（对称性），故∫∫
S1

F · dS = π.

因此原曲面积分为 ∫∫
S

F · dS =
3π

2
− π =

π

2
.
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习题 (11.5.3). 设区域 V 是由曲面 x2 + y2 − z2

2
= 1 及平面 z = 1, z = −1 围成，S 为 V 的

全表面外侧，又设 V = (x2 + y2 + z2)−
3
2 (xi + yj + zk) . 求积分

∫∫
S

xdydz+ydzdx+zdxdy√
(x2+y2+z2)3

.

解答: 所求积分为向量场 V =
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)3/2
通过曲面 S 的外侧通量，即

∫∫
S

V · dS，其

中 dS = (dy dz, dz dx, dx dy)。
1. 散度计算在 r =

√
x2 + y2 + z2 ̸= 0 处，计算散度：

∇ · V =
∂

∂x

( x

r3

)
+

∂

∂y

( y

r3

)
+

∂

∂z

( z

r3

)
= 0.

故 ∇ · V = 0 对所有 (x, y, z) ̸= (0, 0, 0) 成立。

2. 奇点处理区域 V 由曲面 x2 + y2 − z2

2
= 1 及平面 z = 1, z = −1 围成，其内部包

含原点 (0, 0, 0)。在原点处向量场有奇点，不能直接应用高斯公式。取充分小的 ε > 0（例如
ε < 1），使得小球 Bε = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ ε2} 完全包含在 V 内。令 Vε = V \Bε，其
边界由原曲面 S（外侧）和球面 Sε（半径为 ε）组成。对于 Vε，取外侧方向：在 S 上仍为
原外侧；在 Sε 上，外侧指向 Vε 外部，即指向球心（原点）。

3. 应用高斯公式在区域 Vε 上，V 连续可微且散度为零，故∫∫
∂Vε

V · dS =

∫∫∫
Vε

∇ · V dV = 0.

而 ∂Vε = S ∪ Sε，且方向如上所述，因此∫∫
S

V · dS +

∫∫
Sε

V · dS = 0.

4. 计算球面上的通量在球面 Sε 上，单位外法向（指向球心）为 n = −(x, y, z)

r
，即 −r̂。

而 V =
r̂
r2
，故

V · dS = V · (n dS) =
r̂
r2

· (−r̂) dS = − 1

ε2
dS.

球面面积

∫∫
Sε

dS = 4πε2，因此

∫∫
Sε

V · dS = − 1

ε2
· 4πε2 = −4π.

5. 得出原积分由步骤 3 的等式得∫∫
S

V · dS = 4π.

故所求积分的值为 4π。
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习题 (11.5.7). 设 c 是常向量，S 是任意的光滑闭曲面，证明：∫∫
S

cos(ĉ,n) dS = 0,

其中 ĉ,n 表示向量 c 与曲面单位外法向量 n 的夹角。

解答: 夹角有定义时 c ̸= 0。由于 n 为单位外法向量，

cos(ĉ,n) = c · n
|c|

.

设 V 为闭曲面 S 所围成的区域。由高斯公式，并注意常向量场 c 的散度为零，有∫∫
S

cos(ĉ,n) dS =
1

|c|

∫∫
S

c · n dS

=
1

|c|

∫∫∫
V

div c dV = 0.
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