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1 作业解答

3.3.2 F (1) = F (2) = 0，因此存在 a ∈ (1, 2) 使得 F ′(a) = 0.

F ′(x) = 2(x− 1)f(x) + (x− 1)2f ′(x),

所以 F ′(1) = 0，因此存在 ξ ∈ (1, a) 使得 F ′′(ξ) = 0.

3.3.4
(1). 设 f(x) = xn，那么 x > 0 时 f ′′(x) = n(n− 1)xn−2 > 0，进而 f ′(x) 严格单调递增。由

微分中值定理可知，存在 ξ ∈ (b, a) 使得

f ′(ξ) =
f(a)− f(b)

a− b
,

从而
f ′(b) < f ′(ξ) < f ′(a),

即

nbn−1 <
an − bn

a− b
< nan−1.

(3). 设 f(x) = x lnx，题目即证明

2f

(
a+ b

2

)
< f(a) + f(b),

即证

f(b)− f

(
a+ b

2

)
> f

(
a+ b

2

)
− f(a),

根据微分中值定理，

∃ξ1 ∈ (a,
a+ b

2
), ξ2 ∈ (

a+ b

2
, b) s.t. f ′(ξ1) = f

(
a+ b

2

)
−f(a), f ′(ξ2) = f(b)−f

(
a+ b

2

)
.

由于 f ′′(x) = 1
x
> 0 且 ξ2 > ξ1，所以 f ′(ξ2) > f ′(ξ1)，从而题目得证。

3.3.5
(1). 先分析定义域和连续性：arctan函数的定义域是 R，arcsin函数的定义域是 [−1, 1]，因

此
x√

1 + x2
∈ [−1, 1],

不难发现
|x|√
1 + x2

=

√
x2

√
1 + x2

< 1, ∀x ∈ R,

因此左右两式的定义域均为 x ∈ R. 同时，arctan、arcsin、x 和 x√
1+x2 都在定义域上是

光滑函数，因此左右两边都是光滑函数。
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两边同时求导：

d
dx arctanx =

1

1 + x2
,

d
dx arcsin x√

1 + x2
=

1√
1− x2

1+x2

√
1 + x2 − x√

1+x2 · x
1 + x2

=
1

1 + x2
,

因此二者只相差一个常数 C，注意到 x = 0 时两边均等于 0，从而 C = 0.
(2). 先分析定义域和连续性：令左式 = f(x)，那么 f(x) 在 (−∞,−1) ∪ (−1,+∞) 上是光

滑函数，在 x = −1 处分别有

lim
x→−1+

f(x) = −π

4
+

π

2
=

π

4
, lim

x→−1+
f(x) = −π

4
− π

2
= −3π

4
,

此处是跳跃间断点。计算：

f ′(x) =
1

1 + x2
+

−(1+x)−(1−x)
(1+x)2

1 +
(
1−x
1+x

)2 =
1

1 + x2
− 2

(1 + x)2 + (1− x)2
= 0,

因此 f(x) 在 (−∞, 1) 和 (−1,+∞) 分别是一个常数，根据上面计算的 x = −1 处的左
右极限则得到题目结论。

3.3.6 存在性：令 g(x) = f(x)− x，那么 g(0) = f(0) > 0、g(1) = f(1)− 1 < 0，因此存在
ξ ∈ (0, 1) 使得 g(ξ) = 0，即 f(ξ) = ξ.

唯一性：假设存在 ξ1 < ξ2 ∈ (0, 1) 使得 g(ξ1) = g(ξ2) = 0，那么根据微分中值定理，存
在 ξ′ ∈ (ξ1, ξ2) 使得 g′(ξ′) = 0，即 f ′(ξ′) = 1，矛盾。

3.3.8 令 g(x) = e−xf(x)，那么 g(x)处处可导（进而连续），且 g′(x) = e−x(f ′(x)−f(x)) = 0，
因此 g′(x) = C 是一个常数，即 f(x) = Cex.

3.3.10
(1). 由微分中值定理，存在 ξx ∈ (x, x+ 1) 使得

f ′(ξ) =
f(x+ 1)− f(x)

1
= f(x+ 1)− f(x),

当 x → +∞ 时一定有 ξx → +∞，所以

lim
x→∞

(f(x+ 1)− f(x)) = lim
ξx→∞

f ′(ξx) = 0.
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(2). 由 lim
x→∞

f ′(x) = 0，对于 ∀ε > 0，存在 N > 0 使得 x > N 时 |f ′(x)| < ε，则此时∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x)− f(N)

x
+

f(N)

x

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣f(x)− f(N)

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(N)

x

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f ′(ξN) · (x−N)

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(N)

x

∣∣∣∣
⩽ |f ′(ξN)|+

∣∣∣∣f(N)

x

∣∣∣∣ ,
其中 ξN ∈ (N, x). 那么，我们取 N ′ = f(N) · ε−1，则 x > max{N,N ′} 时，∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ⩽ 2ε,

于是得到

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0.

3.3.12 由题设， ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ⩽ Mh2

h
= Mh, ∀h > 0, x ∈ R,

那么，当 h → 0 时 Mh → 0，因此

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= 0, ∀x ∈ R,

即 f ′(x) = 0，因此 f 是常数。

3.3.13 （只说明递增的情况，递减则考虑 −f(x)）设

f ′(x) > 0, ∀x ∈ I\{x1 < x2 < · · · < xn : xi ∈ I, ∀i}.

记 X = {x1 < x2 < · · · < xn : xi ∈ I, ∀i}，我们任取 I 中两点 a < b，希望证明 f(a) < f(b).

Case 1: (a, b) ∩X = ∅. 此时 f(x) 在 [a, b] 上连续，(a, b) 上可导，并且有

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b),

因此 f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a) > 0.

Case 2: |(a, b) ∩X| = k > 0. 不妨 {x1, x2, · · · , xk} ⊂ (a, b)，注意到 (a, x1) ∩X = ∅，
由 Case 1 可知 f(x1) > f(a). 同理可得 f(b) > f(xk) > · · · > f(x1) > f(a).
综上可知 f(b) > f(a)，于是题目得证。
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3.3.15 令 g(x) = f(x)
x
，那么

g′(x) =
xf ′(x)− f(x)

x2
, ∀x > 0.

希望证明 xf ′(x)− f(x) > 0，即证

f ′(x) >
f(x)

x
,

那么 ∃ξx ∈ (0, x) 使得
f(x)

x
=

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(ξx),

f ′(x) 严格递增 ⇒ f ′(x) > f ′(ξx)，从而题目得证。

3.3.18
(1). y′ = 6x(x− 1)，于是 y 在 (−∞, 0) ↗, (0, 1) ↘, (1,+∞) ↗ .
(3). y′ = 2x(1− x)(1 + x)e−x2

，于是 y 在 (−∞,−1) ↗, (−1, 0) ↘, (0, 1) ↗, (1,+∞) ↘.
(5). y′ = (2−lnx) lnx

x2 ，于是 y 在 (0, 1) ↘, (1, e2) ↗, (e2,+∞) ↘.

3.3.19
(2). 分析单调性：y′ = 2 cos 2x− 1，于是

x
[
−π

2
,−π

6

] [
−π

6
, π
6

] [
π
6
, π
2

]
y′ − + −
y ↘ ↗ ↘

极小值 y(−π
6
) = −

√
3
2
− π

6
、y(π

2
) = −π

2
，而

√
3

2
< 1 <

π

3
,

所以 y(π
2
) < y(−π

6
)，最小值是 −π

2
.

极大值 y(−π
2
) = π

2
、y(π

6
) =

√
3
2
− π

6
，前者更大，所以最大值是 π

2
.

(4). y′ = lnx+ 1，y 在 (0, 1e ) ↘, (1e ,+∞) ↗. 极小值为 y(1
e
) = −1

e
，也是最小值；x → +∞

时 y → +∞，所以没有最大值。

3.3.20
(2). 令

f(x) = tanx− x+
x3

3
,

则

f ′(x) =
1

cos2 x − 1 + x2 = tan2 x+ x2 > 0, x ∈ (0,
π

2
).

于是 f(x) 在 (0, π
2
) 严格单调递增，且在 x = 0 处连续，从而 f(x) > f(0) = 0，题目得

证。
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(4). 令
f(x) = (x+ 1) ln (x+ 1)− arctanx,

那么

f ′(x) = ln(x+ 1) + 1− 1

1 + x2
= ln(x+ 1) +

x2

1 + x2
> 0, x > 0.

于是 f(x) 在 (0,+∞) 严格单调递增，且在 x = 0 处连续，从而 f(x) > f(0) = 0，题
目得证。

(6). 注意到
4

3
− 1

3
cosx = 1 +

1

3
(1− cosx) < 1 <

x

sinx
, x ∈ (0,

π

2
).

当 x → 0+ 时，不等式两边均趋于 1，因此 4
3
不能换成更大的常数。

(8). 令 f(x) = xa−1 + xa+1，

f ′(x) = (a− 1)xa−2 + (a+ 1)xa = xa−2(a− 1 + (a+ 1)x2),

所以当 0 < x ⩽
√

1−a
1+a
时 f(x) 单调递减，当

√
1−a
1+a

⩽ x < 1 时 f(x) 单调递增，因此

f(x) ⩾ f(

√
1− a

1 + a
) =

(
1− a

1 + a

)a−1
2

+

(
1− a

1 + a

)a+1
2

, ∀x ∈ (0, 1).

3.3.26 左式可以转化为

LHS =
f(a)
a

− f(b)
b

1
a
− 1

b

,

于是我们令

g(x) = x · f
(
1

x

)
,

左式即

LHS =
g( 1

a
)− g(1

b
)

1
a
− 1

b

= g′(ζ) = f

(
1

ζ

)
− 1

ζ
f ′
(
1

ζ

)
,

其中 ζ ∈ (1
b
, 1
a
)，则取 ξ = ζ−1 ∈ (a, b) 即可：

LHS = f(ξ)− ξf ′(ξ) = RHS.

3.4.1
(1).

OE = lim
x→0

(1 + αx)
1
m

x
− lim

x→0

(1 + βx)
1
n

x

= lim
x→0

1
m
αx

x
− lim

x→0

1
n
βx

x
(1 + x)a ∼ ax (x → 0)

=
α

m
− β

n
.
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(2).

OE = lim
x→0

nm(1 +mx)n−1 − nm(1 + nx)m−1

2x
(洛必达)

= lim
x→0

nm2(n− 1)(1 +mx)n−2 − n2m(m− 1)(1 + nx)m−2

2
(洛必达)

=
nm(n−m)

2
.

(3).

OE = lim
x→1

3x2 + 1

2x− 3
= −4. (洛必达)

(4).

OE = lim
x→0

x− arcsinx

x3
x ∼ sinx (x → 0)

= lim
x→0

1− (1− x2)−
1
2

3x2
(洛必达)

= lim
x→0

−1
2
x2

3x2
1− (1− x)a ∼ ax (x → 0)

= −1

6
.

(5).

OE = lim
x→0

x

x
= 1.

(6).

OE = lim
x→0

αx

x
= α.

(7). ∣∣∣∣∣e−
1
x2

x

∣∣∣∣∣ ⩽
1

1+ 1
x2

|x|
=

|x|
x2 + 1

→ 0,

所以原极限 = 0.
(8).

OE = lim
x→0

ax
(
(1 + x

a
)x − 1

)
x2

= lim
x→0

ax
(
ex ln(1+x

a
) − 1

)
x2

= lim
x→0

ax
(
x ln(1 + x

a
)
)

x2

= lim
x→0

ax 1
a
x2

x2

=
1

a
.
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(9).

|x sin 1

x
| ⩽ |x| → 0,

所以原极限 = 0.
(10).

OE = lim
x→0

x

tanx
· lim
x→0

x cos 1
x
= 1 · 0 = 0.

(11).

OE = lim
t→0

(
1

t2
− 1

tan2 t

)
换元 t = tanx

= lim
t→0

(
tan2 t− t2

t4

)
t ∼ tan t (t → 0)

= lim
t→0

(
2 tan t · 1

cos2 t − 2t

4t3

)
洛必达

= lim
t→0

(
2(sin t− t cos3 t)

4t3

)
= lim

t→0

(
2(cos t− cos3 t+ 3t cos2 t sin t)

12t2

)
洛必达

= lim
t→0

(
2 cos t(sin2 t+ 3t cos t sin t)

12t2

)
= lim

t→0

(
2(1 + 3 cos t t

sin t
)

12t2

)
t ∼ sin t (t → 0)

=
2

3
.

(12).

OE = lim
t→0+

ln(1− t) ln t 换元 t = 1− x

= lim
t→0+

−t · ln t t ∼ ln(t+ 1) (t → 0)

= 0.

(13). 令 f(x) = (2x− π) ln tan x，

lim
x→π

2
−
f(x) = lim

t→0+
−2t ln tan (

π

2
− t) 换元 t = π

2
− x

= lim
t→0+

2t ln tan t tan (π
2
− x) = 1

tan t

注意到在 t > 0 且充分小时，由 t < tan t 可知

| ln tan t| < | ln t|,

因此
|2t ln tan t| < 2t| ln t| → 0 as t → 0+,

所以 lim
x→π

2
−
f(x) = 0，从而原极限 = 1.
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(14). 令

f(x) =
1

x
ln
(
(1 + x)

1
x

e

)
=

1

x

(
1

x
ln (1 + x)− 1

)
=

ln (1 + x)− x

x2
,

那么

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1
1+x

− 1

2x
= lim

x→0

−x
1+x

2x
= −1

2
,

从而原极限 = e− 1
2 .

(15).

OE = lim
t→0+

ln t+ tan
(
π
2
− π

2
t
)

cot(π − πt)

= lim
t→0+

ln t+ cot
(
π
2
t
)

− cot(πt)

= −

(
lim
t→0+

ln t

cot(πt) + lim
t→0+

cot
(
π
2
t
)

cot(πt)

)

= −
(

lim
t→0+

ln t · tan πt+ lim
t→0+

tan (πt)

tan(π
2
t)

)
= − (0 + 2)

= −2.

(16).

OE = lim
x→0

x6

1
2
x2 · x2 · x2

= 2.

(17). 注意到

ln ln(1 + x)− lnx

x
=

ln ln(1 + x)

x
− lnx

x
→ 0− 0 = 0 as x → +∞,

所以原极限 = 1.
(18).

OE = lim
x→0

x2(
√
1 + x sinx+

√
cosx)

1 + x sinx− cosx

= 2 lim
x→0

x2

1 + x sinx− cosx

= 2 lim
x→0

x2

1
2
x2 + x2

=
4

3
.

这里用了之前提到的“同阶不等价无穷小的相减运算可以替换等价无穷小”。当然，用
一次洛必达也可以得到答案。
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(19).
k lnn− n ln a = 2k ln

√
n− n ln a

< 2k(
√
n− 1)− n ln a → −∞ as n → +∞.

于是原极限 = 0.
(20).

lnn

nk
=

2
k

lnn
k
2

nk
<

2

k
· n

k
2 − 1

nk
→ 0 as n → +∞,

于是原极限 = 0.

3.4.2
(1). 0 < xn+1 = f(xn) < xn，因此 {xn} 单调递减有下界，从而收敛。设 xn → ℓ，那么因

为 f(x) 连续，所以对 xn+1 = f(xn) 两边同时求极限可得 ℓ = f(ℓ). 当 x ∈ (0, a) 时
a > x > f(x)，所以只可能 ℓ = 0.

(2). 由 Stolz 定理可得

lim
n→+∞

nxn = lim
n→+∞

n
1
xn

= lim
n→+∞

1
1

xn+1
− 1

xn

= lim
n→+∞

xnxn+1

xn − xn+1

= lim
n→+∞

xnf(xn)

xn − f(xn)

= lim
x→0+

x · f(x)
x− f(x)

= lim
x→0+

f(x) + x · f ′(x)

1− f ′(x)

= lim
x→0+

2f ′(x) + x · f ′′(x)

−f ′′(x)

= − 2

f ′′(0)
.

附加： 求极限

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
1

tanx

)sinx

.

极限本身是一个幂型（∞0）未定式，则取对数：

g(x) = ln f(x) = − sinx ln tan x = − ln tan x
1

sinx

,

x → 0 时，g(x) 是 ∞
∞ 型未定式，使用洛必达法则：

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

1
sinx cosx

cosx
sin2 x

= lim
x→0

sinx

cos2 x = 0,

因此原极限 = 1.
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