
第 8 周作业解答

3.1.18
(2). y′ = 2x · 2x + x22x ln 2，y′′ = 2x+1 + 2x · 2x+1 ln 2 + x22x(ln 2)2.
(4).

y′ =


2x .x > 0

0 , x = 0

−2x , x < 0

= 2|x|, y′′ =


2 , x > 0

不存在 , x = 0

−2 , x < 0

3.1.19
(1).

y = f(x2)

y′ = 2x · f ′(x2)

y′′ = 2f ′(x2) + 4x2 · f ′′(x2)

y′′′ = 12x · f ′′(x2) + 8x3f ′′′(x2)

(2).

y = f(ex + x)

y′ = (ex + 1)f ′(ex + x)

y′′ = (ex + 1)2f ′′(ex + x) + ex · f ′(ex + x)

y′′′ = (ex + 1)3f ′′′(ex + x) + ex(ex + 1) · f ′′(ex + x) + ex · f ′(ex + x)

3.1.20 记 fn(x) = xn · |x|. 我们证明更强的命题：fn(x) 在 R 上 n 阶可导，在 (−∞, 0) ∪
(0,+∞) 上 n+ 1 阶可导，在 x = 0 处 n+ 1 阶导数不存在。
（归纳法）当 n = 0 时命题显然成立；假设命题对 ⩽ n 成立，那么考虑 n+ 1 的情形，

fn+1(x) =

{
xn+2 , x ⩾ 0

−xn+2 , x < 0

则

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0−

f(x)− f(0)

x
= 0,

因此

f ′
n+1(x) =


(n+ 2)xn+1 , x > 0

0 , x = 0

−(n+ 2)xn+1 , x < 0

= (n+ 2)fn(x).

进而 fn+1(x) 满足在 R 上 n + 1 阶可导，在 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 上 n + 2 阶可导，在 x = 0
处 n+ 2 阶导数不存在。于是命题得证。

3.1.21 我们利用积法则的 n 阶二项式展开：

(f · g)(n) =
n∑

i=0

C i
nf

(i)g(n−i).
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所以：

(x2ex)(n) =
(
x2 + 2nx+ n(n− 1)

)
ex

((x2 + 1) sinx)(n) = (x2 + 1) · (sinx)(n) + 2nx · (sinx)(n−1) + n(n− 1) · (sinx)(n−2)

=


(x2 + 1) · sinx− 2nx · cosx− n(n− 1) · sinx , n = 4k, k ∈ N
(x2 + 1) · cosx+ 2nx · sinx− n(n− 1) · cosx , n = 4k + 1, k ∈ N
−(x2 + 1) · sinx+ 2nx · cosx+ n(n− 1) · sinx , n = 4k + 2, k ∈ N
−(x2 + 1) · cosx− 2nx · sinx+ n(n− 1) · cosx , n = 4k + 3, k ∈ N(

1

x2 − 3x+ 2

)(n)

=

(
1

x− 1
· 1

x− 2

)(n)

=
n∑

i=0

C i
n

(
1

x− 1

)(i)

·
(

1

x− 2

)(n−i)

=
n∑

i=0

C i
n(−1)i · i! · (x− 1)−(i+1) · (−1)n−i · (n− i)! · (x− 2)−(n−i+1)

= (−1)n · n! ·
n∑

i=0

(x− 1)−(i+1)(x− 2)−(n−i+1)

对于 (4)，如果仍然使用同样的方法：

(sinx · cosx)(n) =
n∑

i=0

C i
n(sinx)(i)(cosx)(n−i),

这个形式不太好化简。我们可以利用二倍角公式：

(sinx · cosx)(n) = 1

2
(sin 2x)(n) =


2n−1 sin 2x , n = 4k, k ∈ N
2n−1 cos 2x , n = 4k + 1, k ∈ N
−2n−1 sin 2x , n = 4k + 2, k ∈ N
−2n−1 cos 2x , n = 4k + 3, k ∈ N

注：因为

(sinx)′ = cosx = sin
(
x+

π

2

)
,

所以归纳可得

(sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
,

因此 (2)、(4) 的答案也可以写成

(x2ex)(n) = (x2+1) · sin
(
x+

nπ

2

)
−2nx · sin

(
x+

(n− 1)π

2

)
−n(n−1) · sin

(
x+

(n− 2)π

2

)
,

(sinx · cosx)(n) =
n∑

i=0

C i
n(sinx)(i)(cosx)(n−i) =

n∑
i=0

C i
n sin

(
x+

iπ

2

)
sin
(
x+

(n− i+ 1)π

2

)
,

或者

(sinx · cosx)(n) = 1

2
(sin 2x)(n) = 2n−1 sin

(
2x+

nπ

2

)
.
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3.2.2
(1).

dy =
−1

4
π
2
− x

4

dx =
1

x− 2π
dx.

(2). 注意到 |x| = 1
cos y，因此

sgn(x)dx =
sin y

cos2 ydy =

√
1− 1

x2

1
|x|2

dy = |x|
√
x2 − 1dy,

所以

dy =
1

x
√
x2 − 1

dx.

(3).

dy = 5
√

arctanx2 · ln 5 · 1

2
√

arctanx2
· 1

1 + x4
· (2x)dx =

ln 5 · 5
√

arctanx2 · x
(1 + x4)

√
arctanx2

dx.

(4).
dy = e−x(− cos (3− x) + sin (3− x))dx.

3.2.3
(1). {

dx = 2t
1+t2

dt
dy = t2

1+t2
dt

⇒ dy
dx =

t

2

(
=

√
ex − 1

2

)
,

d2y

dx2
=

1

2
· dt

dx =
1 + t2

4t

(
=

ex

4
√

ex − 1

)
.

(3). {
dx = (cosφ− φ sinφ)dφ
dy = (sinφ+ φ cosφ)dφ

⇒ dy
dx =

sinφ+ φ cosφ
cosφ− φ sinφ

,

d2y

dx2
=

2 + φ2

(cosφ− φ sinφ)2
· dφ

dx

=
2 + φ2

(cosφ− φ sinφ)3
.

3.2.4(1).
dy
dx =

cos t
− sin t

= − cot t,

于是切线斜率 k = − cot π
4
= −1，切点为 (

√
2
2
,
√
2
2
)，所以切线方程为

y −
√
2

2
= −

(
x−

√
2

2

)
,

即 x+ y =
√
2.
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