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2.2.13 f(x) 在 (a, b) 上一致连续，所以

∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε, ∀x1, x2 ∈ (a, b).

因为 0 < x1 − a < δ 且 0 < x2 − a < δ 时 |x1 − x2| < δ，所以 |f(x1)− f(x2)| < ε，由函数的
柯西收敛准则可知 lim

x→a+
f(x) 存在，同理可得 lim

x→b−
f(x) 存在。

注：如果用数列的 Cauthy 准则证明“任取数列 an ↘ a，f(an) 收敛”，依然不能说明
lim
x→a+

f(x) 存在，因为没有证明 {f(an)} 极限的唯一性。

2.2.14 f(x) 在 (0,+∞) 上一致连续，所以

∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε, ∀x1, x2 ∈ (0,+∞).

那么，对于 δ > 0，存在 N ∈ N+ 使得 n,m > N 时 |an − am| < δ，从而 |f(an)− f(am)| < ε，
因此由数列的柯西收敛准则可知 {f(an)} 收敛。

仅假设 f(x) 在 (0,+∞) 上连续，则不一定收敛，例如取 f(x) = 1
x
，an = 1

n
.

2.2.16 例如 f(x) = sinx2 在 R 上连续且有界，但不一致连续。考虑

xn =

√
2nπ +

π

2
, yn =

√
2nπ, n ∈ N+.

那么 |f(xn)− f(yn)| = 1，但

|xn − yn| =
π
2√

2nπ + π
2
+
√
2nπ

→ 0 as n → 0,

假如 f(x) 一致连续，那么 |xn − yn| → 0 ⇒ |f(xn)− f(yn)| → 0，矛盾。

3.1.3
f ′(a) = lim

x→a

(x− a)g(x)

x− a
= lim

x→a
g(x) = g(a).

注：本题没有说明 g(x) 可导，因此不能用积法则。

3.1.4

lim
h→0

f(x0 + αh)− f(x0 − βh)

h
= α · lim

h→0

f(x0 + αh)− f(x0)

αh
+ β · lim

h→0

f(x0)− f(x0 − βh)

βh

= (α + β)f ′(x0).

3.1.5 因为 f(a) ̸= 0 以及 f(x) 在 x = a 处可导（进而连续），所以 x 充分靠近 a 时，一定
有 f(x)/f(a) > 0. 此时有

|f(x)| − |f(a)| = |f(a)| ·
(∣∣∣∣f(x)f(a)

∣∣∣∣− 1

)
= |f(a)| ·

(
f(x)

f(a)
− 1

)
= f(x) · sgn(f(a))− |f(a)|
= (f(x)− f(a)) · sgn(f(a))
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因此，

lim
x→a

|f(x)| − |f(a)|
x− a

= sgn(f(a)) · lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= sgn(f(a))f ′(a).

若 f(a) = 0 则结论不一定成立，例如 f(x) = x，a = 0.

3.1.6 奇数小问按顺序分别为：

y′ =
(6x+ 9)(5x+ 8)− 5(3x2 + 9x− 2)

(5x+ 8)2
=

15x2 + 48x+ 82

(5x+ 8)2
.

y′ =

(
x2 lnx

ln 3

)′

=
2x lnx+ x

ln 3
.

y′ =
1−lnx

x
+ 1+lnx

x

(1− lnx)2
=

2

x(1− lnx)2
.

y′ = (−3x6 + x5 − 3x4 + 4x3 − x2 + 3x− 1)′ = −18x5 + 5x4 − 12x3 + 12x2 − 2x+ 3.

3.1.7
(1).

y′ =
√
1− x2 + x · −2x

2
√
1− x2

=
√
1− x2 − x2

√
1− x2

=
1− 2x2

√
1− x2

.

(3).

cos y =
2x− 1√

3
⇒ − sin y · y′ = 2√

3

⇒ y′ = − 2√
3 sin y

= − 2√
3(1− (2x−1)2

3
)
= − 2√

−4x2 + 4x+ 2
.

注意这里 arccos 的值域是 [0, π)，所以总有 sin(arccosx) =
√
1− x2.

(5).
y′ = 3(sinx3)2 · cosx3 · 3x2 = 9x2 sin2 x3 cosx3.

(7).
y′ = cos sin sin x · cos sin x · cosx.

(9).

y′ = 3

(
x3 − 1

x4 + 1

)2

· 3x
2(x4 + 1)− 4x3(x3 − 1)

(x4 + 1)2
=

3(x3 − 1)2(−x6 + 4x3 + 3x2)

(x4 + 1)4
.

(11).
y′ = e

√
x2+1 · 2x

2
√
x2 + 1

= e
√
x2+1 · x√

x2 + 1
.

(13). 逐项求导，先考虑 f(x) = xx，

ln f(x) = x lnx ⇒ f ′(x) = f(x) · (lnx+ 1) = xx(lnx+ 1),

令 g(x) = xxx
= xf(x)，则

ln g(x) = f(x) lnx ⇒ g′(x) = g(x) · (f ′(x) lnx+f(x)x−1) = xxx ·xx((lnx+1) lnx+x−1),

2



第 7 周作业解答

令 h(x) = x2x，则

lnh(x) = 2x lnx ⇒ h′(x) = h(x) · (ln 2 · 2x lnx+2xx−1) = x2x lnx · (ln 2 · 2x lnx+2xx−1).

最终结果就是把上面三个式子加起来。
(15).

ln y = cotx ln tan x

⇒ y′ = y ·
(
− 1

sin2 x
ln tan x+ cot2 x · 1

cos2 x

)
= tanxcotx ·

(
− 1

sin2 x
ln tan x+

1

sin2 x

)
=

tanxcotx(1− ln tan x)

sin2 x
.

(17).

ln y = 2 ln (x+ 5) +
1

3
ln (x− 4)− 5 ln (x+ 2)− 1

2
ln (x+ 4)

⇒ y′ = y ·
(

2

x+ 5
+

1

3(x− 4)
− 5

x+ 2
− 1

2(x+ 4)

)
=

(x+ 5)2(x− 4)1/3

(x+ 2)5(x+ 4)1/2
·
(

2

x+ 5
+

1

3(x− 4)
− 5

x+ 2
− 1

2(x+ 4)

)
.

3.1.8

f ′(x) = 3x2,

f ′(x2) = 3x4,

(f(x2))′ = (x6)′ = 6x5.

注意，f ′(x2) 的含义是“函数 f 在 x2 处的导数”，因此

f ′(x2) =
df
dt

∣∣∣∣
t=x2

= 3t2|t=x2 = 3x4.

3.1.10 奇数小问按顺序分别为：

y′ = 3x2 · f ′(x3),

y′ = (ex + exe−1)f ′(ex + xe),

y′ = f ′(f(f(sinx+ cosx))) · (f(f(sinx+ cosx)))′

= f ′(f(f(sinx+ cosx))) · f ′(f(sinx+ cosx)) · (f(sinx+ cosx))′

= f ′(f(f(sinx+ cosx))) · f ′(f(sinx+ cosx)) · f ′(sinx+ cosx) · (cosx− sinx).

3.1.12
(1). 考虑极限：

lim
x→0

x sin 1
x

x
= lim

x→0
sin 1

x

不存在，所以 f(x) 在 x = 0 处不可导。
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(2). 考虑极限：

f ′(0) = lim
x→0

x2 sin 1
x

x
= lim

x→0
x sin 1

x
= 0,

因此

f ′(x) =

{
2x sin 1

x
− cos 1

x
, x ̸= 0

0 , x = 0

注意 lim
x→0

f ′(x) 不存在，因此 f ′(x) 在 x = 0 处不连续（第二类间断点）。

(3). 考虑极限：

f ′(0) = lim
x→0

xn sin 1
x

x
= lim

x→0
xn−1 sin 1

x
= 0,

因此

f ′(x) =

{
nxn−1 sin 1

x
− xn−2 cos 1

x
, x ̸= 0

0 , x = 0

注意 lim
x→0

f ′(x) = 0 = f ′(0)，所以 f ′(x) 连续，

3.1.13 考虑极限：

f ′(0) = lim
x→0

x2 sin 1
x2

x
= lim

x→0
x sin 1

x2
= 0,

因此

f ′(x) =

{
− 2

x
cos 1

x2 , x ̸= 0

0 , x = 0.

考虑

an =
1√
2nπ

, n ∈ N+,

那么
f ′(an) = −4nπ → −∞,

所以 f ′(x) 无界。

3.1.14
(1).

y = x2 + 2ex ⇒ dy
dx = 2x+ 2ex ⇒ dx

dy =
1

2(x+ ex) .

(2).
y = arctan 1

x
⇒ dy

dx = − 1

1 + x2
⇒ dx

dy = −(1 + x2).

(3).

y = 2x−x − e−2x ⇒ dy
dx = −2(lnx+ 1)x−x + 2e−2x ⇒ dx

dy =
1

−2(lnx+ 1)x−x + 2e−2x
.

(4).

y = ln(ex +
√
1 + e2x) ⇒ dy

dx ==
ex + 2e2x

2
√
1+e2x

ex +
√
1 + e2x

=
ex√

1 + e2x
⇒ dx

dy =

√
1 + e2x

ex .
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3.1.16 设 f(x) 是周期为 T 的可导函数，那么

f ′(x+ T ) = lim
h→0

f(x+ T + h)− f(x+ T )

h
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x),

即 T 也是 f ′(x) 的周期。

3.1.17
(1).

Pn(x) = (1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn)′ =

(
1− xn+1

1− x

)′

=
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2
, x ̸= 1.

当 x = 1 时，Pn(1) =
1
2
n(n+ 1).

(2).

Qn(x) = (x+ 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn)′

= (x · Pn(x))
′

=

(
nxn+2 − (n+ 1)xn+1 + x

(1− x)2

)′

=
−n2xn+2 + (2n2 + 2n− 1)xn+1 − (n+ 1)2xn + x+ 1

(1− x)3
, x ̸= 1.

或者

Qn(x) =
(1 + x)(nxn+1 − (n+ 1)xn + 1)

(1− x)3
− n(n+ 1)xn

1− x
, x ̸= 1.

x = 1 时，Qn(x) =
1
6
n(n+ 1)(2n+ 1).

(3). 令

f(x) = sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx =
sin nx

2
sin n+1

2
x

sin x
2

, x ̸= 0.

那么

f ′(x) =
n
2

cos nx
2

sin n+1
2
x sin x

2
+ n+1

2
sin nx

2
cos n+1

2
x sin x

2
− 1

2
sin nx

2
sin n+1

2
x cos x

2

sin2 x
2

= cosx+ 2 cos 2x+ · · ·+ n cosnx.

所以

Rn = f ′(1) =
n
2

cos n
2

sin n+1
2

sin 1
2
+ n+1

2
sin n

2
cos n+1

2
sin 1

2
− 1

2
sin n

2
sin n+1

2
cos 1

2

sin2 1
2

.

或者

Rn =
n sin

(
n+ 1

2

)
2 sin 1

2

−
sin2 n

2

2 sin2 1
2

.

或者

Rn =
(n+ 1) cosn− n cos (n+ 1)− 1

4 sin2 1
2

.
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3.1.22 y = cosx 在 x = π
4
处的切线斜率为 y′(π

4
) = − sin π

4
= −

√
2
2
，切线方程为：

y = −
√
2

2

(
x− π

4

)
+

√
2

2
.

3.1.23 xy = 1，

y + x · dy
dx = 0 ⇒ dy

dx = −y

x
,

所以曲线上一点 (x0, y0) 的切线斜率为 − y0
x0
，切线方程为

y = −y0
x0

(x− x0) + y0,

纵横截距分别为 2y0 和 2x0，所以围成的三角形面积为 2x0y0 = 2.
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