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1 作业解答

1.3.14 曲线 y = f(x) 上一点 (x, f(x)) 到直线 y = ax+ b 上的距离为

d(x) =
|ax+ b− f(x)|√

1 + a2
,

那么

lim
x→∞

d(x) = 0 ⇔ lim
x→∞

|ax+ b− f(x)| = 0 ⇔ lim
x→∞

(f(x)− ax) = b.

而 lim
x→∞

(f(x)− ax) = b 蕴含

lim
x→∞

f(x)− ax

x
= b · lim

x→∞

1

x
= 0,

即

lim
x→∞

f(x)

x
= a.

(1). y(x) 的定义域是 (−∞,−1
e
) ∪ (0,+∞)，计算可得：

lim
x→− 1

e

−
y(x) = +∞,

lim
x→0+

y(x) = 0,

lim
x→+∞

y(x) = +∞,

lim
x→−∞

y(x) = −∞,

a = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
ln
(
e+

1

x

)
= 1,

b = lim
x→∞

(f(x)− x) = lim
x→∞

x · ln
(
1 +

1

ex

)
= lim

x→∞
x · 1

ex
=

1

e
.

综上可知，有垂直渐近线 x = −1
e
、无水平渐近线、有斜渐近线 y = x+ 1

e
.

(2). y(x) 的定义域是 (−∞, 1) ∪ (1,+∞)，计算可得：

lim
x→1−

y(x) = −∞,

lim
x→1+

y(x) = +∞,

lim
x→+∞

y(x) = +∞,

lim
x→−∞

y(x) = −∞,

a = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

3x2 − 2x+ 3

x2 − x
= 3,

b = lim
x→∞

(f(x)− 3x) = lim
x→∞

x+ 3

x− 1
= 1.

综上可知，有垂直渐近线 x = 1，无水平渐近线，有斜渐近线 y = 3x+ 1.
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1.3.16
(1).

tanx− sinx =
(1− cosx) · sinx

cosx =
2 sin2 x

2
· sinx

cosx ∼ 1

2
x3.

因此 tanx− sinx 和 x3 是同阶无穷小。
(2). x3 + x2 ∼ x2，sin2 x ∼ x2，是等价无穷小。
(3). 1− cosx = 2 sin2 x

2
∼ 1

2
x2，是同阶无穷小。

1.3.18 x → 0 时，

(1 + x)a − 1 = ea ln (1+x) − 1 ∼ a ln (1 + x) ∼ ax.

同理，1− (1− x)a ∼ ax. 本题多次利用了这两个结论。
(1).

lim
x→0

sinmx

sinnx
= lim

x→0

mx

nx
=

m

n
.

(2).
lim
x→0

tan ax

x
= lim

x→0

ax

x
= a.

(3).

lim
x→0

n
√
1 + sinx− 1

arctanx
= lim

x→0

1
n

sinx

x
=

1

n
.

(4).

lim
x→0

√
2−

√
1 + cosx

sin2 x
= lim

x→0

√
2
(
1−

√
1− 1−cosx

2

)
x2

= lim
x→0

√
2 · 1−cosx

4

x2
=

√
2

8
.

(5).

lim
x→0

√
1 + x+ x2 − 1

sin 2x
= lim

x→0

1
2
(x+ x2)

2x
=

1

4
.

(6).

lim
x→0

√
1 + x2 − 1

1− cosx = lim
x→0

1
2
x2

1
2
x2

= 1.

2.1.1 不一定，例如

f(x) =

{
1 , x ̸= 0,

0 , x = 0.

在 x = 0 处不连续，但满足题目条件。

2.1.4
(1). lim

x→x0

f(x) = f(x0) ⇒ lim
x→x0

|f(x)| = |f(x0)|.
(2). 只需注意到

M(x) =
|f(x)− g(x)|+ (f(x)− g(x))

2
, m(x) =

|f(x)− g(x)| − (f(x)− g(x))

2
.
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2.1.5

f(x) =

{
1 , x ∈ Q,

−1 , x /∈ Q.

2.1.6
(1). x = 2，f(x) 在 x = 2 的左右极限均不存在，所以是第二类间断点。
(2). x = 0， lim

x→0+
f(x) = 1， lim

x→0−
f(x) = −1，所以是跳跃间断点。

(3). {x = kπ|k ∈ Z}，f(x) 在这些点处的左右极限均等于 0，所以是可去间断点。
(4). x = 0， lim

x→0+
f(x) = 0， lim

x→0−
f(x) = 1，所以是跳跃间断点。

(5). x = −7，左极限不存在，所以是第二类间断点；x = 1处， lim
x→1+

f(x) = 0， lim
x→1−

f(x) = 1，

所以是跳跃间断点。
(6). f(x) 是连续函数，没有间断点。

2.1.15 取 x = y = 0 可得 f(0) = 0，我们归纳证明：

f(n · x) = n · f(x), ∀x ∈ R, n ∈ N+ (1)

1◦ 命题对 n = 1 显然成立；
2◦ 假设命题对 n 成立，那么 f((n+ 1)x) = f(nx) + f(x) = (n+ 1)f(x)，即命题对 n+ 1 也
成立。

于是 f(n) = n · f(1) 得证。

Step1. 证明 f(x) = x · f(1) 对于所有 x ∈ N 成立。
由 (1) 显然。

Step2. 证明 f(x) = x · f(1) 对于所有 x ∈ Z 成立。
取 x ∈ N，y = −x，可得 f(−x) = −f(x) = −x · f(1) = y · f(1).

Step3. 证明 f(x) = x · f(1) 对于所有 x ∈ Q 成立。
对于有理数 x = p

q
，其中 p, q ∈ Z 且互质，那么

q · f(p
q
) = f(p) = p · f(1),

因此
f(

p

q
) =

p

q
· f(1).

Step4. 证明 f(x) = x · f(1) 对于所有 x ∈ R 成立。
由于 Q 在 R 上是稠密的，即任意 x ∈ R 都可以取一列 {xn} ⊂ Q 使得 xn → x，所以

根据 f(x) 的连续性，

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn · f(1) = x · f(1).
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2.1.17
(1). 1.3.18(5).
(2). 1.3.18(6).
(3).

lim
x→0

( 10
√
1 + tanx− 1)(

√
1 + x− 1)

2x sinx
= lim

x→0

1
10

tanx · 1
2
x

2x2
=

1

40
.

(4).

lim
x→0

x · arcsin sin x

1− cosx = lim
x→0

x2

1
2
x2

= 2.

(5).

lim
x→0

1− cos (1− cosx)
x4

= lim
x→0

1
2
(1− cosx)2

x4
= lim

x→0

1
8
x4

x4
=

1

8
.

(6).

lim
x→−∞

x(
√
x2 + 100 + x) = lim

x→0−

√
1
x2 + 100 + 1

x

x
= lim

x→0−

−
√
1 + 100x2 + 1

x2

= lim
x→0−

−50x2

x2
= −50.

(7).

lim
x→+∞

(sin
√
x+ 1− sin

√
x) = lim

x→+∞
2 sin

√
x+ 1−

√
x

2
cos

√
x+ 1 +

√
x

2

= lim
x→+∞

2 sin 1

2(
√
x+ 1 +

√
x)

cos
√
x+ 1 +

√
x

2
.

注意∣∣∣∣sin 1

2(
√
x+ 1 +

√
x)

cos
√
x+ 1 +

√
x

2

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣sin 1

2(
√
x+ 1 +

√
x)

∣∣∣∣ → 0 as x → +∞,

所以原极限 = 0.
(8). ∣∣∣∣sinx

x

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ → 0 as x → −∞,

所以

lim
x→−∞

√
2− sinx

x
=

√
2.

2.2.2 f(x) = x−a sinx−b是连续函数，f(0) = −b < 0，f(a+b) = a−a sinx ⩾ 0，所以根据介
值定理可知 f(x)在 (0, a+b]上一定有零点。另一方面，当 x > a+b时，f(x) > a+b−a−b = 0，
因此 f(x) 所有的零点都在 (0, a+ b] 内。

2.2.4 考虑 g(x) = f(x)− x，则 g(a) = f(a)− a ⩾ 0，g(b) = f(b)− b ⩽ 0，所以根据介值
定理可知 g(x) 在 [a, b] 上一定有零点，也就是 f(x) 的不动点。

4



第 6 周作业解答 2 作业反馈与补充

2.2.6 考虑 g(x) = f(x)− f(x+ a)，那么

g(0)g(a) = (f(0)− f(a))(f(a)− f(2a)) = −(f(0)− f(a))2 ⩽ 0,

所以根据介值定理可知 g(x) 在 [0, a] 上一定有零点 x0，那么 f(x0) = f(x0 + a).

2.2.8 设 ℓ = lim
x→+∞

f(x)，那么存在 M > 0 使得 x > M 时 f(x) < ℓ+ 1，又因为 f(x) 是连

续函数，所以 f(x) 在 [a,M ] 上有界，不妨设上界为 M0，那么

f(x) ⩽ max{M,M0}, ∀x ∈ [a,+∞).

2.2.11 考虑

f(x) =
1

x− a
+

1

b− x
, x ∈ (a, b)

即可。

2 作业反馈与补充

2.1 等价无穷小代换

整理一些常用的结论：x → 0 时，
(1). 一阶：

x ∼ sinx ∼ tanx ∼ ex − 1 ∼ ax − 1

ln a
∼ ln (x+ 1) ∼ (1 + x)a − 1

a
∼ 1− (1− x)a

a
.

(2). 二阶：
1

2
x2 ∼ 1− cosx ∼ ex − 1− x ∼ x− ln 1 + x.

(3). 三阶：
1

6
x3 ∼ x− sinx ∼ arcsinx− x,

1

3
x3 ∼ tanx− x ∼ x− arctanx.

在特殊情况下，加减关系也可以进行等价无穷小替换（但非常不建议在考试中使用！如果算
错答案就没有过程分）。

命题. 如果 x → 0 时 α(x) ∼ α1(x)，β(x) ∼ β1(x) 并且

lim
x→0

α1(x)

β1(x)
= ℓ ̸= 1,

那么
α(x)− β(x) ∼ α1(x)− β1(x).

即，当相减项是同阶但不等价无穷小时，可以进行代换。

证明： 只需注意到

lim
x→0

α(x)− β(x)

α1(x)− β1(x)
= lim

x→0

β(x)
(

α(x)
β(x)

− 1
)

β1(x)
(

α1(x)
β1(x)

− 1
) = lim

x→0

β(x)(ℓ− 1)

β1(x)(ℓ− 1)
= 1.
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