
第一次习题课

9.26

题目 1. 1.1.2.

求证：两个不同的有理数之间有无理数。

解答: 对于给定的两个有理数 a < b，我们任取一个 (0, 1) 上的无理数 x，那么 a+ x(b− a)
就是一个介于 a 和 b 之间的无理数。

题目 2. 1.1.3.

求证：
√
2、

√
3 以及

√
2 +

√
3 都是无理数。

解答: 对于
√
2，假设它是有理数，那么存在互质的两个正整数 p 和 q 使得

√
2 =

p

q
⇒ p2 = 2q2,

等式右侧是一个偶数，所以 p 一定也是个偶数。设 p = 2k，k 也是正整数，那么

2k2 = q2,

等式左侧是一个偶数，q 也一定是个偶数，这与 p, q 互质相矛盾。同理，我们也可以证明
√
3

是无理数。
对于

√
2 +

√
3 是无理数的证明，我们这里给出两种方法：

(1). 假设
√
2 +

√
3 是有理数，那么存在互质的两个正整数 p 和 q 使得

p

q
=

√
2 +

√
3,

从而

√
3 =

p

q
−

√
2

3 =
p2

q2
+ 2− 2

√
2
p

q
√
2 =

q

2p

(
p2

q2
− 1

)
右式是一个有理数，但

√
2 是无理数，矛盾。
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(2). 令 a =
√
2 +

√
3，b =

√
3−

√
2，那么 a+ b = 2

√
3 是一个无理数，因此 a 和 b 中至少

有一个是无理数（否则它们的和当然也是有理数）。如果 a 和 b 中一个是有理数、另一
个是无理数，那么它们的积 ab 也应当是无理数，然而 ab = 1，所以只能 a 和 b 都是无
理数。

注：好多同学都写“(
√
2 +

√
3)2 = 5 + 2

√
6 是无理数，所以

√
2 +

√
3 是无理数”，但

没有证明
√
6 是无理数，补一句“和

√
2 同理”就可以了。

题目 3. 1.1.6.

设 a1, a2, · · · , an 有相同的符号，且都大于 −1，证明：

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) ⩾ 1 + a1 + a2 + · · ·+ an.

解答: 我们用数学归纳法。对于 n = 1 的情况，不等式显然成立；设不等式对于 n ⩽ k 的
情况成立，k ⩾ 2，那么考虑 n = k + 1 的情况：

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak)(1 + ak+1)

⩾(1 + a1 + a2 + · · ·+ ak)(1 + ak+1)

=1 + a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1(1 + a1 + a2 + · · ·+ ak)

=1 + a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1 + (ak+1a1 + ak+1a2 + · · ·+ ak+1ak)

由于这些实数都有相同的符号，所以 ak+1a1 + ak+1a2 + · · ·+ ak+1ak ⩾ 0. 因此
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak)(1 + ak+1) ⩾ 1 + a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1.

于是 n = k + 1 的情况也成立。
综上可知不等式对所有的 n ∈ N+ 都成立。

题目 4. 1.1.7.

设 a, b 是实数，|a| < 1，|b| < 1，证明：∣∣∣∣ a+ b

1 + ab

∣∣∣∣ < 1.

解答: 不等式两边都是正数，所以只需证明(
a+ b

1 + ab

)2

< 1,

即证
a2 + b2 + 2ab

a2b2 + 2ab+ 1
< 1,

即证
a2 + b2 < a2b2 + 1,

即证
(a2 − 1)(b2 − 1) > 0.

根据题设可知，a2 − 1 和 b2 − 1 均小于 0，所以不等式得证。
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题目 5. 1.2.1.

过程比较繁琐，这里就不敲了。大家注意一下题干要求用定义证明就好，别考试的时
候写错了。

题目 6. 1.2.2.

证明：若数列 {an} 满足

∀ε > 0，存在 N ∈ N+，使得当 n > N 时，|an − a| < Mε.

则 an → a.

解答: 假设不然，那么

存在 ε0 > 0，使得对于任意的 N ∈ N+，存在 n0 > N 使得 |an0 − a| > ε0. (6.1)

令 ε = M−1ε0，根据题设可知，存在 N ∈ N+，使得当 n > N 时，|an − a| < Mε = ε0，这与
(6.1) 矛盾。

注：取 ε = M−1ε0 之后顺着定义来证也是可以的，这里用反证法是希望大家能掌握极
限收敛的否命题该怎么表达。

题目 7. 1.2.3.

证明： lim
n→∞

(an − a) = 0 ⇔ lim
n→∞

an = a.

解答: 这两个极限用定义写出来，会发现是一模一样的：

∀ε > 0，存在 N ∈ N+，使得 n > N 时，总有 |an − a| < ε.

题目 8. 1.2.4.

(1). 证明： lim
n→∞

an = a ⇒ lim
n→∞

|an| = |a|，反之不一定成立。
(2). 证明： lim

n→∞
|an| = 0 ⇒ lim

n→∞
an = 0.

解答:
(1).

lim
n→∞

an = a ⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N+ s.t. |an − a| < ε for all n > N

⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N+ s.t. ||an| − |a|| ⩽ |an − a| < ε for all n > N

⇒ lim
n→∞

|an| = |a|.

反之不一定成立，例如 an = (−1)n.
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(2).

lim
n→∞

|an| = 0 ⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N+ s.t. |an| < ε for all n > N

⇒ lim
n→∞

an = 0.

题目 9. 1.2.5.

证明：如果 an → 0，|bn| ⩽ M，那么 anbn → 0.

解答: ∀ε > 0，存在 N ∈ N+，使得 n > N 时，总有 |an| < ε，从而 |anbn| < Mε，此处 M
是常数，根据题目 6，可知 anbn → 0.

题目 10. 1.2.9.

an ̸= 0，an → a，证明或否定

lim
n→∞

an
an+1

= 1.

解答: 不一定成立，反例：an = 2−n.

思考：如果 a ̸= 0，那么命题是否成立？答案是肯定的，因为

lim
n→∞

an
an+1

=
a

a
= 1.

题目 11. 1.2.10.

设数列 {an} 和 {bn}，
(1). 如果 anbn → 0，是否有 an → 0 或者 bn → 0？
(2). 若进一步假设 an → a，回答同样的问题。

解答:
(1). 此时“an → 0 或者 bn → 0”这一命题不成立。反例：

an =

{
0 , n 是奇数；
1 , n 是偶数

, bn =

{
1 , n 是奇数；
0 , n 是偶数

(2). 此时“an → 0 或者 bn → 0”这一命题成立。只需证明，如果 an → a ̸= 0，则 bn → 0.
因为 an → a ̸= 0，取 ε1 =

1
2
|a|，

对于 ε1，存在 N1 ∈ N+，使得 n > N1 时，总有|an − a| < ε =
1

2
|a|

⇒|an| >
1

2
|a|. (11.1)

又因为 anbn → 0，

对于 ε0，存在 N2 ∈ N+，使得 n > N2 时，总有 |anbn| < ε0. (11.2)
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现在，我们令 N = max{N1, N2}，那么 n > N 时，根据 (11.1) 和 (11.2) 有
1

2
|a||bn| < |anbn| < ε0

从而 |bn| < 2
|a| · ε0，此处

2
|a| 是常数，根据题目 6，可知 bn → 0.

注：其实 (2) 利用极限的四则运算更简单：a ̸= 0，

lim
n→∞

bn =
lim
n→∞

anbn

lim
n→∞

an
=

0

a
= 0.

题目 12. 1.2.11.

设数列 {an} 和 {bn}，
(1). 如果 {an} 收敛，{bn} 发散，那么 {an ± bn} 和 {anbn} 的收敛性如何？
(2). 如果两个数列都发散，回答同样的问题。

解答:
(1). {anbn} 可能收敛也可能发散：

(I). an = 2−n, bn = (−1)n ⇒ anbn → 0;
(II). an = 2−n, bn = 22n ⇒ anbn = 2n 发散。

{an± bn}一定发散，否则，bn = (an+ bn)−an 或者 bn = an− (an− bn)是收敛的，矛盾。
(2). {anbn} 可能收敛也可能发散：

(I). an = (−1)n, bn = (−1)n ⇒ anbn → 1;
(II). an = 2n, bn = 2n ⇒ anbn = 22n 发散。

{an ± bn} 可能收敛也可能发散：
(I). an = (−1)n, bn = (−1)n ⇒ an − bn → 0，an + bn 发散;

(II). an = (−1)n, bn = (−1)n+1 ⇒ an − bn 发散，an + bn → 0.

题目 13. 1.2.6.

lim
k→∞

a2k+1 = a 且 lim
k→∞

a2k = a，证明 lim
n→∞

an = a.

解答: 任取 ε > 0，存在 N1 ∈ N+ 满足 k > N1 时 |a2k+1 − a| < ε，存在 N2 ∈ N+ 满足
k > N2 时 |a2k − a| < ε，所以 n > N = max{2N1 + 1, 2N2} 时 |an − a| < ε. 于是 an → a.

注：注意奇数项子列的下标是 2k + 1，这里的 N 如果取 2max{N1, N2} 就不对了。

题目 14. 1.2.7.

解答: 回顾：收敛数列的子列一定收敛，且极限与原数列相等。
(1). 对于 an = (−1)n n

n+1
，考虑以下两个子列：

a2k =
2k

2k + 1
→ 1,
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a2k+1 = −2k + 1

2k + 2
→ −1,

子列的极限不相等，因此数列 {an} 不收敛。
(2). 同理。

注：在一些同学的作业中出现了这样的表述：an 是“正负交替”的，因此不收敛。这样
的表述是不严谨的，因为“正负交替”的数列当然也可能收敛，比如 an = (−1)n

n
. 但本

题目 (1) 中的“正负交替”数列却是发散的，关键在于什么呢？这一数列在 n 充分大
的时候会在两个极限值之间反复横跳，除了写出两个子列使他们极限不相等之外，我
们还可以用柯西收敛准则来判断：一个数列收敛的充要条件是在 n 足够大时，任意两
项的差能任意小。对于 (1) 中的 an，可以发现：

|a2k+1 − a2k| =
∣∣∣∣2− 1

2k + 1
− 1

2k + 2

∣∣∣∣ ⩾ 1, ∀k ∈ N+.

所以 an 并不收敛。

题目 15. 1.2.8.

解答:
(1).

an =
4 + 5

n
+ 2

n2

3 + 2
n
+ 1

n2

→ 4

3
.

(2).

an =
n∑

k=1

1

k(k + 1)

=
n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n+ 1
→ 1.
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(3).

an =
n∏

k=2

(
1− 1

1
2
k(k + 1)

)
=

n∏
k=2

(
1− 2

k2 + k

)
=

n∏
k=2

(
k2 + k − 2

k2 + k

)
=

n∏
k=2

(
(k + 2)(k − 1)

k(k + 1)

)

=

(
n∏

k=2

k + 2

k + 1

)(
n∏

k=2

k − 1

k

)

=
n+ 2

3
· 1
n
=

1 + 2
n

3
→ 1

3
.

(4). 方法同 (3)，答案是 1
2
.

(5).

an =
(1− q)an
(1− q)

=
(1− q)(1 + q)(1 + q2) · · · (1 + q2

n
)

(1− q)

=
(1− q2)(1 + q2) · · · (1 + q2

n
)

(1− q)

=
(1− q4)(1 + q4) · · · (1 + q2

n
)

(1− q)

=
1− q2

n+1

(1− q)
→ 1

1− q
.

题目 16. 1.2.12.

解答:
(1). 不正确，只有在已知等式 an+1 = 2an − 1 两边的极限都存在时（即我们需要先证明数列

{an} 收敛），才能对等式 an+1 = 2an − 1 两边同时求极限。
(2). 不正确，这并不符合极限的四则运算法则，求和的项数是随着 n 的变化而变化的。
(3). 不正确，原因同上，乘积的项数是随着 n 的变化而变化的。

思考：(1) 的反例：a1 = 1，an+1 = 2an + 1. 而且，即使我们假定 an 收敛，(1) 的思路
也不总是可行的。例如：a1 =

√
2，an+1 = (

√
2)an，那么 lim

n→∞
an 如何？两边同取极限

得到 a = (
√
2)a，代入 a = 2 或者 a = 4 都是成立的，但收敛数列显然不可能有两个不

同的极限。感兴趣的同学可以思考一下：上述例子中 an 收敛吗？将
√
2改成其他数字，

在什么情况下是收敛的呢？
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题目 17. 1.2.14

an → a，bn → b，cn = max{an, bn}，dn = min{an, bn}，求证：

cn → max{a, b}, dn → min{a, b}.

解答: 如果 a = b，那么 (an − bn) → 0，于是

cn =
an + bn + |an − bn|

2
→ a+ a

2
= a,

dn =
an + bn − |an − bn|

2
→ a+ a

2
= a.

命题成立。
如果 a ̸= b，不妨设 a < b，令 ε = b−a

2
，

存在 N1 使得 n > N1 时 |an − a| < ε ⇒ an < a+ ε =
a+ b

2
.

存在 N2 使得 n > N2 时 |bn − b| < ε ⇒ bn < b− ε =
a+ b

2
.

于是 n > N = max{N1, N2} 时，
an <

a+ b

2
< bn.

从而 cn = bn → b，dn = an → a.

注：
1. 我们也可以用极限的保号性直接得出“存在 N ∈ N+ 使得 n > N 时 an < bn”。
2. 如果两个收敛数列在某一项之后完全相同，也就意味着只有有限项不同，所以极
限也相等。
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