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有很多故事戛然而止，有很多故事让人辗转反侧，

另一些.....最后只能变成一声长长的叹息。
在没有尽头的荒原上，人们相逢，然后走散，

但在错身而过的那个瞬间，

没有人知道，我们是否应该郑重地道出再见。



前言

本文档涉及以下中科大 2024春季课程：随机过程（张土生）1、应用随机过程（翟建梁）。参考书：《Prob‑
ability Theory and Examples (5th edition)》（作者：Durrett）、《Brownian Motion,Martingales,and Stochastic
Calculus》（GTM275，作者：Le gall）等。阅读本文档可能需要的前置知识（按照重要程度排序）：数学分析、
线性代数、实分析（主要是测度论）、初等概率论、泛函分析（不是很重要）。

这份文档以随机过程（以下简称“研随”）课程内容为主体，小节标题标注“*”代表此部分不属于研随课程
范围。按照顺序主要可以分成两大部分：离散过程和连续过程。也可以分成前置知识（一些基本的测度论定理，

以及条件数学期望）、鞅（离散鞅和连续鞅）与马氏过程（离散马氏链，Poisson过程、布朗运动则是特殊的连
续马氏过程）。鞅是我认为的本课程最有趣的部分，先分析了各种情况下的收敛性，然后介绍了最重要的择停定

理，在经过作业和考试的洗礼之后，“给鞅套一个停时再取极限”已经刻在了 DNA里。马氏过程部分没有讲太
应用的例子，大概就是把基本概念介绍了一遍，但也足够精彩，逻辑环环相扣叙述完备，总比会算东西但不明不

白强很多。

本文档的另一部分则为应用随机过程（以下简称“应随”），应随部分期中前重点研究离散时间马氏链的状

态分类和极限分布，期中后重点研究跳跃过程（通过跳链分析性质，还是蛮有意思的），并对 Poisson过程、布
朗运动、随机积分做了简单介绍。此课程全程拿初等语言讲述，如果强行全部整理进来会造成笔记整体的不和

谐，部分深刻内容一带而过（例如随机积分），令人不明觉厉。但应随内容并非完全没有价值，研随虽然足够有

深度，却缺乏直观性，也没能提及很多实际研究经常利用的技巧和例子。因此推荐读者当做习题课内容来阅读。

在笔记的正文部分，我尝试对应随的内容基于研随已经给出的理论进行重新排版，略去了很多证明（因为懒），

与研随部分结合着一起看体验会比较好，也能给自己带来更多直观理解。

现在（2024.06.22）的这个版本是笔记的最初版本，可能会有很多 Typo，也会有叙述不完整的部分，还望读
者不吝赐教、提出修改意见。最后，特别感谢 yhb同学2 为本笔记的完善做出的贡献。

最后更新：June 22, 2024

1期末卷子也许不能在明面上发布，悄悄在这里说一下，回忆版本：http://home.ustc.edu.cn/~fa1247/2024SPFinal.pdf
2完成了应随连续马氏链部分翟老师讲义的“中译中”工作，讲义手稿原文乱七八糟，我是真看不下去。

http://home.ustc.edu.cn/~fa1247/2024SPFinal.pdf
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第 1章 离散时间鞅

第 1章离散时间鞅

 1.1 条件数学期望

定义 1.1.1

♣

概率空间 (Ω,F ,P)上，G ⊂ F 是一个 σ‑域，随机变量X在给定 G时的条件（数学）期望 (Conditional
Expectation)，是指满足以下两个条件的随机变量 Y：

1◦ Y 是 G‑可测的，即 Y −1(B) ∈ G, ∀B ∈ R.
2◦ ∀A ∈ G，成立关系式： ∫

A

Y dP =

∫
A

XdP

我们往往把条件期望 Y 记作 E[X|G].
顺带一提，条件概率 P(A|G) def= E[IA|G].

命题 1.1.1
在几乎处处相等意义下，条件期望存在且唯一。

证明 唯一性：如果随机变量 Y ′也满足定义 1.1.1的两个条件，对于 ∀ε > 0，取集合A = {ω : Y (ω)−Y ′(ω) ⩾ ε}，
由于 Y, Y ′ 都是 G‑可测的，所以 A ∈ G，因此

ε · P(A) ⩽
∫
A

(Y − Y ′)dP =

∫
A

Y dP−
∫
A

Y ′dP =

∫
A

XdP−
∫
A

XdP = 0

所以 P(A) = 0，同理 P({ω : Y ′(ω)− Y (ω) ⩾ ε}) = 0，因此 Y = Y ′ a.s.

存在性：如果两个有限测度 µ, ν 满足关系：µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0，则记作 ν << µ. Radon‑Nikodym定理
表明，测度空间 (Ω,F)上，如果 ν << µ，则存在一个 F‑可测的可积函数 f 满足

∀A ∈ F , ν(A) =

∫
A

f(ω)dµ

一般记作 f = dν
dµ，f 称为 Radon‑Nikodym导数。言归正传，概率空间 (Ω,G,P)上，对于非负的随机变量X ⩾ 0，

令 µ = P，
ν : G → R, A 7→

∫
A

XdP
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第 1章 离散时间鞅 1.1 条件数学期望

则 µ, ν 都是 (Ω,G)上的有限测度并且 ν << µ，于是存在 G‑可测的随机变量 Y 满足：∫
A

XdP = ν(A) =

∫
A

Y dP

这正是我们定义的条件期望。 □

例 1.1.1.

给定事件 A,B ∈ F，取 σ‑域 G = {∅,Ω, A,Ac}和随机变量 X = IB，则

E[X|G] = P(B|A) · IA + P(B|Ac) · IAc

证明 令 Y = P(B|A) · IA + P(B|Ac) · IAc，验证其满足定义 1.1.1的两个条件即可。
1◦ 显然 IA 和 IAc 是 G‑可测的，所以 Y 也是 G‑可测的。
2◦ 对 G 中的元素逐个验证即可，例如∫

Ω

Y dP = P(B|A)P(A) + P(B|Ac)P(Ac) = P(B) =

∫
Ω

IBdP =

∫
Ω

XdP∫
A

Y dP =

∫
Ω

P(B|A)IAdP = P(B|A)P(A) = P(A ∩B) =

∫
A

IBdP =

∫
A

XdP

其余不再赘述。

□
下面的几个定理介绍了条件期望的性质，注意这些性质都是从定义出发直接得到的，所以在证明的过程中

我们反复使用了定义 1.1.1.

定理 1.1.1
a.s.意义下：

(1). E[aX1 + bX2|G] = aE[X1|G] + bE[X2|G]，其中 a, b是常数。

(2). 若 X ⩾ 0，则 E[X|G] ⩾ 0.特别地，X1 ⩾ X2 ⇒ E[X1|G] ⩾ E[X2|G].
(3). 如果随机变量列 Xn ⩾ 0 且 Xn ↗ X a.s.，X 可积，那么 E[Xn|G]

a.s.→ E[X|G]；如果随机变量列
Xn → X a.s.且存在可积的 Y 使得 |Xn| ⩽ Y，那么 E[Xn|G]

a.s.→ E[X|G]. 这是条件期望版本下的单
调/控制收敛定理。

证明

(1). 利用积分的线性即可得证。
(2). ∀ε > 0，设集合 A = {ω : E[X|G] ⩽ −ε}，因为随机变量 E[X|G]是 G‑可测的，所以集合 A ∈ G，因此

0 ⩽
∫
A

XdP =

∫
A

E[X|G]dP ⩽ −εP(A)

因此 P(A) = 0，即 E[X|G] ⩾ 0 a.s.

(3). 取随机变量 Zn = E[Xn|G]，由 (2)知 Zn 单调递增，设 Zn ↗ Z，希望证明 Z = E[X|G]，也就是验证定
义 1.1.1中的两个条件即可：
1◦ Zn = E[Xn|G]都是 G‑可测的，所以它们的极限也是 G‑可测的。
2◦ ∀A ∈ G， ∫

A

ZdP = lim
n→∞

∫
A

ZndP = lim
n→∞

∫
A

XndP
DCT/MCT of r.v.

=

∫
A

XdP

□

定理 1.1.2
(1). E[E[X|G]] = E[X].
(2). 随机变量 X 和 G 独立，即 X 与 ∀IA, A ∈ G 是独立的，那么 E[X|G] = E[X]，是一个常数。

(3). 如果随机变量 Y 是 G‑可测的，那么 E[Y X|G] = Y · E[X|G].
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第 1章 离散时间鞅 1.1 条件数学期望

(4). 如果 σ‑域 G1 ⊂ G，则 E[E[X|G]|G1] = E[X|G1].

证明

(1). 全集 Ω ∈ G，所以
E[E[X|G]] =

∫
Ω

E[X|G]dP =

∫
Ω

XdP = E[X]

(2). 令 Y = E[X]，来验证定义 1.1.1中的两个条件：
1◦ 显然，Y 作为一个常数是全集 Ω的示性函数的倍数，肯定是 G‑可测的。
2◦ ∀A ∈ G，因为 X 和 IA 独立，所以 E[X] · E[IA] = E[X · IA]，那么∫

A

Y dP = P(A)E[X] = E[X] · E[IA] = E[X · IA] =
∫
Ω

X · IAdP =

∫
A

XdP

(3). 令 Z = Y · E[X|G]，来验证定义 1.1.1中的两个条件：
1◦ Y 和 E[X|G]是 G‑可测的，自然其乘积 Z = Y · E[X|G]也是 G‑可测的。
2◦ 还是经典的四步走：示性函数、简单函数、非负函数、一般函数。

(i). 考虑 Y = IB , ∀B ∈ G，则对于 ∀A ∈ G，∫
A

ZdP =

∫
A

IB · E[X|G]dP =

∫
A∩B

E[X|G]dP =

∫
A∩B

XdP =

∫
A

X · IBdP =

∫
A

XY dP

(ii). 考虑 Y =
∑n

k=1 akIBk
，其中 Bk ∈ G，利用定理 1.1.1的 (1)即可得证。

(iii). 考虑 Y ⩾ 0，取一列简单函数 Yn ↗ Y，利用定理 1.1.1的 (3)可知

E[Y X|G] = lim
n→∞

E[YnX|G] = lim
n→∞

YnE[X|G] = Y E[X|G]

(iv). 对于一般的随机变量 Y，拆分成正负部即可。

(4). 令 Z = E[X|G]和 Y = E[X|G1]，希望证明 Y = E[Z|G1]，

1◦ 根据定义，Y = E[X|G1]是 G1‑可测的。
2◦ ∀A ∈ G1 ⊂ G， ∫

A

ZdP =

∫
A

E[X|G]dP =

∫
A

XdP∫
A

Y dP =

∫
A

E[X|G1]dP =

∫
A

XdP

所以二者相等。

□

定理 1.1.3 (Jensen’s Inquality的条件期望版本)

φ是凸函数，X 和 φ(X)可积，则

φ(E[X|G]) ⩽ E[φ(X)|G]

证明 凸函数的性质是切线在曲线下方，所以 ∀x, y ∈ R，

φ′(y)(x− y) + φ(y) ⩽ φ(x)

把 x替换成随机变量 X，y替换成 E[X|G]，即有

φ′(E[X|G])(X − E[X|G]) + φ(E[X|G]) ⩽ φ(X)

两边关于 G 同时取条件期望，不等号仍然成立（定理 1.1.1(2)）。右边变成了 E[φ(X)|G]，这是我们所需要的形
式，那左边如何？

E[φ′(E[X|G])(X − E[X|G]) + φ(E[X|G])|G] = E[φ′(E[X|G])(X − E[X|G])|G] + E[φ(E[X|G])|G]

注意 E[X|G]是 G‑可测的，套一个函数 φ′ 仍然是 G‑可测的，所以根据定理 1.1.2(3)可以把它提出去，因此

LHS = φ′(E[X|G])E[(X − E[X|G])|G] + E[φ(E[X|G])|G]
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一个很显然的推论是

E[E[X|G]|G] = E[X|G]E[1|G] = E[X|G]E[1] = E[X|G]

因此 E[(X − E[X|G])|G] = 0，LHS = E[φ(E[X|G])|G]，注意 φ(E[X|G])也是 G‑可测的，LHS = φ(E[X|G])，至
此定理得证。 □

推论 1.1.1

♥
取凸函数 φ(x) = |x|p，则有 |E[X|G]|p ⩽ E[|x|p|G].

命题 1.1.2
随机变量X 满足 E[X2] < ∞，考虑所有的 G‑可测的随机变量 Y，使得 E[(X − Y )2]达到最小值的就

是条件期望 E[X|G]，即
E[X|G] = argmin

r.v.Y ∈G
E[(X − Y )2]

其中 r.v.Y ∈ G 代表随机变量 Y 是 G‑可测的。
这个结论表明，条件期望极小化均方误差 (minimize the mean square error)，是对随机变量的“最

好估计”。

证明 ∀r.v.Y ∈ G，

E[(X − Y )2] = E[(X − E[X|G] + E[X|G]− Y )2]

= E[(X − E[X|G])2] + E[(E[X|G]− Y )2] + 2E[(X − E[X|G])(E[X|G]− Y )]

关注最后一项，利用定理 1.1.2(1)，可知

E[(X − E[X|G])(E[X|G]− Y )] = E[E[(X − E[X|G])(E[X|G]− Y )|G]]

注意到 (E[X|G]− Y )是 G‑可测的，利用定理 1.1.2(3)可以把它提出来，

E[(X − E[X|G])(E[X|G]− Y )] = E[(E[X|G]− Y ) · E[(X − E[X|G])|G]]

而 E[(X − E[X|G])|G] = E[X|G]− E[X|G] = 0，所以

E[(X − Y )2] = E[(X − E[X|G])2] + E[(E[X|G]− Y )2] ⩾ E[(X − E[X|G])2]

等号成立当且仅当 Y = E[X|G] a.s. □

 1.2 介绍离散时间鞅

1.2.1 基本定义与性质

鞅是一种特殊的随机过程，我们先来定义什么是随机过程。

定义 1.2.1

♣

概率空间 (Ω,F ,P)上的一族随机变量 {Xt, t ∈ I}称为随机过程，其中指标集 I 一般是 [0,+∞)或者

{0, 1, · · · }.
随机过程 {Xt, t ∈ I} 的有限维分布是指给定有限个时间点 0 ⩽ t1 < t2 < · · · < tn 时随机向量

(Xt1 , · · · , Xtn)的联合分布。

称两个随机过程同分布，是指其有相同的有限维分布。

从直观上理解，随机过程里的指标集就是现实中的“时间轴”，每一个时刻都有一个相应的随机变量与之对

应。
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定义 1.2.2

♣

给定一列单调递增的 σ‑域 F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · ·，称之为滤流 (filteration)，如果有一列随机变
量 Z0, Z1, · · · , Zn, · · · 满足：对于每个 n，

1◦ Zn 是 Fn‑可测的。
2◦ E[Zn+1|Fn] = Zn.

那么称随机过程 {Zn, n ∈ N}为关于 {Fn, n ∈ N}的离散时间鞅，或者简称为鞅 (martingale)。
将条件 2◦ 改成 E[Zn+1|Fn] ⩾ Zn 或者 E[Zn+1|Fn] ⩽ Zn，则称为下鞅 (submartingale) 或者上鞅

(supermartingale)。

从直观上理解，一列单调递增的 σ‑域 F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · · 就是一个“随时间演化的信息族”。条件
2◦表明，如果掌握了所有 t ⩽ n的信息，Zn+1的期望就是 Zn，也就是说时间点 t = n+ 1发生的事情，只取决

于 t ⩽ n已经观测到的所有信息。

例 1.2.1. 随机变量生成的 σ‑域

我们熟知，随机变量就是 Borel可测函数，因此所有事件

X−1(B) = {X ∈ B}, ∀B ∈ R

就可以描述观测随机变量X 可能得到的所有信息，或者说与随机变量X 有关的所有事件，这其实就是我

们之前提到的随机变量 X 生成的 σ‑域，见??。类似地可以定义多个随机变量生成的 σ‑域：

σ(X1, · · · , Xn)
def
= σ({ak ⩽ Xk ⩽ bk}, ak, bk ∈ R, 1 ⩽ k ⩽ n)

那么，对于随机过程 {Zn, n ∈ N}，令 Fn = σ(X1, · · · , Xn)，就得到了一个滤流 {Fn}。
一个简单的推论是：f 是 σ(X1, · · · , Xn)‑可测的当且仅当 f 是 X1, · · · , Xn 的 Borel可测函数。根据

条件期望的定义，E[X|σ(X1, · · · , Xn)]是 σ(X1, · · · , Xn)‑可测的，这就说明 E[X|σ(X1, · · · , Xn)]可以写

成 X1, · · · , Xn 的 Borel可测函数！给定 σ(X1, · · · , Xn)就相当于获取了和 X1, · · · , Xn 相关的所有信息，

所以最后的结果也只会与 X1, · · · , Xn有关，这非常符合条件期望的直观印象。我们在初等概率论中定义

的条件期望 E[X|Y ]，其实是 E[X|σ(Y )].

命题 1.2.1
如果 {Zn, n ∈ N}是关于 {Fn, n ∈ N}的鞅，则

E[Zn+2|Fn] = E[E[Zn+2|Fn+1]|Fn] = E[Zn+1|Fn] = Zn

进而 ∀m ⩾ n，都有 E[Zm|Fn] = Zn，因此 E[Zm] = E[E[Zm|Fn]] = E[Zn].

注对于下鞅，结论就改为：E[Zm] ⩾ E[Zn]，∀m ⩾ n. 从这里可以看出上/下鞅的命名方式稍微有点反直觉，上
鞅的期望是下降的、下鞅的期望是上升的。

有关凸函数的推论：

推论 1.2.1

♥

(1). {Xn}是一个鞅，φ是凸函数，且 ∀φ(Xn)可积，{φ(Xn)}是一个下鞅。
(2). {Xn}是一个下鞅，φ是单调递增的凸函数，且 ∀φ(Xn)可积，{φ(Xn)}仍是一个下鞅。

1.2.2 例子

下面我们给出一些鞅的例子。为了叙述方便，如果没有特殊说明，默认鞅都是关于滤流 {Fn}的。
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例 1.2.2.

X0, · · · , Xn, · · · 是独立可积的 r.v.，且 ∀n,E[Xn] = 0，令 Sn = X0+ · · ·+Xn，Fn = σ(X1, · · · , Xn)，

则 {Sn, n ∈ N}是鞅。

证明 显然 Sn 是 Fn‑可测的，

E[Sn+1|Fn] = E[Sn +Xn+1|Fn] = Sn + E[Xn+1|Fn]

因为Xn+1和 Fn是独立的，所以 E[Xn+1|Fn] = E[Xn+1] = 0，所以 E[Sn+1|Fn] = Sn，因此 {Sn, n ∈ N}是鞅。
□
例 1.2.3.

给定一个滤流 {Fn, n ∈ N}和可积的 r.v.Y，令 Zn = E[Y |Fn]，则 {Zn, n ∈ N}是鞅。

证明 由条件期望的定义，Zn 是 Fn‑可测的，

E[Zn+1|Fn] = E[E[Y |Fn+1]|Fn] = E[Y |Fn] = Zn

□
注这个鞅还有个重要性质：一致可积。见推论 1.7.2.

例 1.2.4.

Y1, · · · , Yn, · · · 是独立可积的 r.v.，记 ai = E[Yi]，且 ∀ai 6= 0，令 Zn = Y1···Yn

a1···an
，Fn = σ(Y1, · · · , Yn)，

则 {Zn, n ∈ N+}是鞅。

证明 显然 Zn 是 Fn‑可测的，

E[Zn+1|Fn] = E
[
Y1 · · ·Yn+1

a1 · · · an+1
|Fn

]
=

Y1 · · ·Yn

a1 · · · an+1
E[Yn+1|Fn] =

Y1 · · ·Yn

a1 · · · an+1
E[Yn+1] =

Y1 · · ·Yn

a1 · · · an
= Zn

□
例 1.2.5.

r.v.列X1, · · · , Xn, · · · 满足 P(Xi = ±1) = 1
2，Fn = σ(X1, · · · , Xn)，Sn = X1+· · ·+Xn，Yn = S2

n−n，

则 {Yn, n ∈ N+}是鞅。

证明 显然 Yn 是 Fn‑可测的，

E[Yn+1|Fn] = E[S2
n+1 − (n+ 1)|Fn]

= E[S2
n +X2

n+1 + 2SnXn+1|Fn]

= S2
n + E[X2

n+1] + 2SnE[Xn+1|Fn]− (n+ 1)

= S2
n + 1− (n+ 1) = S2

n − n = Yn

□
例 1.2.6.

独立同分布 r.v.列X1, · · · , Xn, · · · 服从二项分布 b(p)，令 Sn = X1 + · · ·+Xn，Zn =
(

1−p
p

)Sn

，则

{Zn, n ∈ N+}是鞅。

证明 显然 Zn 是 Fn‑可测的，

E[Zn+1|Fn] = E

[
Zn ·

(
1− p

p

)Xn+1

|Fn

]
= ZnE

[(
1− p

p

)Xn+1
]
= Zn

(
1− p

p
· p+ p

1− p
· (1− p)

)
= Zn

□
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 1.3 停时

定义 1.3.1

♣

{Fn, n ∈ N}是滤流，r.v.T 只取非负整数值和 +∞，如果 ∀n ⩾ 0, {T ⩽ n} ∈ Fn，则称 T 为（关于

{Fn, n ∈ N}）的停时 (stopping times)。

例 1.3.1.

独立同分布 r.v.列X1, · · · , Xn, · · · 服从二项分布 b(p)，令 Sn = X1+ · · ·+Xn，Fn = σ(X1, · · · , Xn)，

取

T = min{k ⩾ 1 : Sk = 100}

即首次 Sn 首次达到 100时的时间，那么 T 是一个停时，因为

{T ⩽ n} =
n⋃

k=1

{Sk = 100}

右边的 {Sk = 100}是 Fk‑可测的，k = 1, · · · , n，因此都是 Fn‑可测的，从而 {T ⩽ n}是 Fn‑可测的，于
是 T 是一个停时。

推论 1.3.1

♥

如果 T 是停时，则

(1). {T > n} = {T ⩽ n}c 是 Fn‑可测的。
(2). {T = n} = {T ⩽ n} ∩ {T > n− 1}是 Fn‑可测的。

定义 1.3.2

♣

T 是一个停时，{Zn, n ∈ N}是一个随机过程，记 n∧T = min{T, n}，定义 Yn
def
= Zn∧T，则 {Yn, n ∈ N}

成为一个新的随机过程，称为随机过程 {Zn}关于停时 T 的停止过程 (stopped process).

这个停止过程其实就是：{Y1, Y2, · · · , YT−1, YT , YT , YT , · · · }，只不过 T 不是固定的整数，而是一个停时 r.v.

定理 1.3.1
{Zn, n ∈ N}是关于 {Fn, n ∈ N}的（上/下）鞅，T 是停时，则停止过程 {Yn = Zn∧T , n ∈ N}也是关

于 {Fn, n ∈ N}的（上/下）鞅。

证明 验证鞅的定义：

1◦ Yn 是 Fn‑可测的，因为：
Yn = Zn∧T = ZnI{T>n} + ZT I{T⩽n}

很明显 Zn和 IT>n是 Fn‑可测的，但后面的 ZT 并不明显，因为 T 不是固定的整数，但我们可以稍作变换：

ZT I{T⩽n} =
n∑

k=0

ZT I{T=k} =
n∑

k=0

ZkI{T=k}

这样就能看出 ZT I{T⩽n} 是 Fn‑可测的了，所以 Yn 是 Fn‑可测的。
2◦ 希望证明：E[ZT∧(n+1)|Fn] = ZT∧n. 依然是拆分 ZT∧(n+1)，考虑

ZT∧(n+1) = Zn+1I{T⩾n+1} + ZT I{T<n+1}

= Zn+1I{T⩾n+1} + ZT I{T⩽n}
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第 1章 离散时间鞅 1.4 鞅的分解定理

= Zn+1I{T⩾n+1} +
n∑

k=0

ZkI{T=k}

注意到 {T ⩾ n+ 1} = {T ⩽ n}c 是 Fn‑可测的，后面的每一个 ZkI{T=k} 是 Fk ⊂ Fn‑可测的，因此

E[ZT∧(n+1)|Fn] = E[Zn+1I{T⩾n+1}|Fn] +
n∑

k=0

E[ZkI{T=k}|Fn]

= E[Zn+1|Fn]I{T⩾n+1} +
n∑

k=0

ZkI{T=k}

= ZnI{T⩾n+1} +
n∑

k=0

ZkI{T=k}

= ZT∧n

上、下鞅同理。

2◦ 的另一种证明方式：注意到

ZT∧(n+1) = ZT∧n + I{T⩾n+1}(Zn+1 − Zn) (⋆)

因为：

RHS =

{
ZT , T ⩽ n

Zn + (Zn+1 − Zn) = Zn , T ⩾ n+ 1
= ZT∧(n+1) = LHS

那么直接就得到

E[ZT∧(n+1)|Fn] = E[ZT∧n + I{T⩾n+1}(Zn+1 − Zn)|Fn]

= ZT∧n + I{T⩾n+1}E[Zn+1 − Zn|Fn]

= ZT∧n

这是老师上课讲的方法，两种方法都是选择拆分 Z(n+1)∧T . □

定义 1.3.3 (停时前 σ‑域)

♣

M 是关于滤流 {Fn}的停时，定义：

FM
def
= {A ∈ F : A ∩ {M ⩽ n} ∈ Fn, ∀n}

称为M 前 σ‑域。

推论 1.3.2

♥XM 是 FM ‑可测的。

证明 ∀A = {XM ⩽ a}，

A ∩ {M ⩽ n} =
n⋃

k=0

A ∩ {M = k} =
n⋃

k=0

{Xk ⩽ a} ∩ {M = k} ∈ Fn

□

定义 1.3.4

♣

对于 A ∈ FM，令

MA def
=

{
M , on A

+∞ , on Ac

容易验证MA 也是一个停时，称为M 在 A上的限制。

我们后续会用到这个概念，相关：题目 1.7
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 1.4 鞅的分解定理

定义 1.4.1

♣

{Fn}是滤流，随机过程 {Hn}称为关于 {Fn}可预测的 (predictable w.r.t. {Fn})，如果 ∀n,Hn 是

Fn−1‑可测的。

定理 1.4.1 (Doob分解定理)
任何一个下鞅 {Xn, n ∈ N}都可以被唯一地分解成Xn = Mn+An，其中 {Mn, n ∈ N}是鞅，{An, n ∈

N}是可预测的、单调递增的，且 A0 = 0.

证明 从结论往前倒推：

E[Xn|Fn−1] = E[Mn|Fn−1] + E[An|Fn−1]

= Mn−1 +An

= Xn−1 −An−1 +An

An −An−1 = E[Xn|Fn−1]−Xn−1

An =
n∑

k=1

Ak −Ak−1 =
n∑

k=1

(E[Xk|Fk−1]−Xk−1), n ⩾ 1, A0 = 0

Mn = Xn −An = Xn −
n∑

k=1

(E[Xk|Fk−1]−Xk−1)

此即为 An,Mn的构造方法，根据构造过程可以看出是唯一的，然后验证 {Mn}是鞅以及 An满足题目条件即可，

比较简单，这里省略。 □
课程后续似乎没有再用过这个分解定理，所以记一下具体的构造方式就好了。

 1.5 鞅的收敛性

回顾各种收敛性：

1. 几乎必然收敛：Xn
a.s.→ X，即

P(
{
ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
) = 1

也叫“依概率 1收敛”。
2. 依 Lp 收敛：Xn

Lp

→X，即

lim
n→∞

E[|Xn −X|p] = 0

也简记为 Xn
p→X .

3. 依概率测度收敛：Xn
P→X，即

∀ε > 0, lim
n→∞

P({|Xn −X| > ε}) = 0

4. 依分布收敛：Xn
F→X，即

∀x, lim
n→∞

P(Xn ⩽ x) = P(X ⩽ x)

还有的地方记作 Xn
D→X .
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定义 1.5.1

♣

对于随机过程 {Xn}，如果存在一个滤流 {Fn}满足 ∀n,Xn 是 Fn‑可测的，则称 {Xn}为 {Fn}‑适应
过程 ({Fn}‑adapted process).

我们先约定一些记号：对于实值的 {Fn}‑适应过程 {Xn}和区间 [a, b]，记

τ1 = min{n,Xn ⩽ a}, τ2 = min{n ⩾ τ1 : Xn ⩾ b}

τ3 = min{n ⩾ τ2, Xn ⩽ a}, τ4 = min{n ⩾ τ3 : Xn ⩾ b}

...

τ2k+1 = min{n ⩾ τ2k, Xn ⩽ a}, τ2k+2 = min{n ⩾ τ2k+1 : Xn ⩾ b}

...

这些 τ 记录了 Xn 每次上下交替跳出区间 [a, b]的时间。然后我们令

UX
N (a, b)

def
= max{k : τ2k ⩽ N}

为 N 次之前 {Xn}在区间 [a, b]的上穿次数。

1.5.1 鞅收敛定理

定理 1.5.1
{Xn, n ∈ N+}是一个上鞅，则有以下估计：给定 N, j ∈ N+，N > j，

(1).

P(UX
N (a, b) > j) ⩽ 1

b− a

∫
{UX

N (a,b)=j}
(Xn − a)−dP

(2).

E[UX
N (a, b)] ⩽ 1

b− a

∫
E[(Xn − a)−]

其中 (Xn − a)− 代表 Xn − a的负部。

证明 不妨 a = 0，注意我们本题的研究范围是 N 次之前，所以不妨规定随机过程 X = {Xn} 停止在 N，即

XN = XN+1 = · · ·，令
S = τ2j+1 ∧ (N + 1), T = τ2j+2 ∧ (N + 1)

S 是第 j + 1次下穿的时间，但是因为可能在 N + 1次之前没能下穿 j + 1次，所以又与 N + 1取最小值；T 则

是第 j + 1次上穿的事件与 N + 1取最小值。注意事件 {UX
N (a, b) > j}代表着至少上穿了 j + 1次，那么

{S ⩽ N} = {τ2j+1 ⩽ N} (⋆1)

所以在 {S ⩽ N}上 XS = Xτ2j+1
，同时

{T ⩽ N} = {τ2j+2 ⩽ N} = {UX
N (a, b) > j} = {S < N,XT ⩾ b} (⋆2)

前两个等号比较好理解，但是最后一个等号并不明显：1

XT ⩾ b ⇔

{
XN+1 ⩾ b

or τ2j+2 ⩽ N
⇔

{
XN ⩾ b

or τ2j+2 ⩽ N

1还是用人话解释一下吧：S < N 就是 τ2j+1 < N，即在 N 次之前就下穿了 j + 1次，UX
N 的计数是从下穿开始记录的，所以下穿 j + 1

次的 j 次间隔中已经上穿了 j 次，还差一次，这就要求 τ2j+2 ⩽ N，而 XT ⩾ b等价于 XN+1 ⩾ b或者 τ2j+2 ⩽ N，而我们前面规定了
XN = XN+1，XN ⩾ b意味着 τ2j+2 ⩽ N，所以 τ2j+2 ⩽ N 和XT ⩾ b等价，这就得到了 (⋆2)式。
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UX
N (a, b) > j ⇔

{
τ2j+1 < N

τ2j+2 ⩽ N
⇔

{
S < N

τ2j+2 ⩽ N
⇒

{
S < N

XT ⩾ b{
S < N

XN ⩾ b
⇒

{
S < N

τ2j+2 ⩽ N
⇔ UX

N (a, b) > j

从而

UX
N (a, b) > j ⇒

{
S < N

XT ⩾ b
⇔

{
S < N

XN ⩾ b or τ2j+2 ⩽ N
⇒

{
S < N

τ2j+2 ⩽ N
⇔ UX

N (a, b) > j

此外还有：

{S < N,XT < b} = {S < N, T = N + 1} ⊂ {UX
N (a, b) = j} (⋆3)

因此：

b · P(UX
N (a, b) > j) =

∫
{UX

N (a,b)>j}
bdP =

∫
{{S<N,XT⩾b}}

bdP

⩽
∫
{{S<N,XT⩾b}}

XTdP

=

∫
{{S<N}}

XTdP−
∫
{{S<N,XT<b}}

XTdP

=

∫
{{S<N}}

XTdP−
∫
{{S<N,T=N+1}}

XTdP

=

∫
{{S<N}}

XTdP−
∫
{{S<N,T=N+1}}

XN+1dP

=

∫
{{S<N}}

XTdP−
∫
{{S<N,T=N+1}}

XNdP (⋆4)

(⋆4)式是一个阶段性成果！我们先放着。下面我们证明：∫
{S<N}

XTdP ⩽
∫
{S<N}

XSdP (⋆5)

因为 {S < N} =
⋃N−1

n=0 {S = n}，只需证明：

E[XT I{S=n}] = E[XSI{S=n}], ∀n ⩽ N − 1 (⋆6)

令 Yn = XT∧n −XS∧n，那么容易验证：

Yn − Yn−1 = I{T⩾n>S}(Xn −Xn−1)

从而

E[Yn|Fn−1] = E[Yn−1 + I{T⩾n>S}(Xn −Xn−1)|Fn−1]

= Yn−1 + I{T⩾n>S}E[Xn −Xn−1|Fn−1] ⩽ Yn−1

这里用到了 X 是上鞅。于是 ∀n ⩽ N − 1，E[YN+1I{S=n}] ⩽ E[YnI{S=n}]，此时 Yn 只能为 0，从而

E[YN+1I{S=n}] =

∫
{S=n}

(XT −XS)dP ⩽ 0

因此 (⋆5)式得证。由 (⋆4)(⋆5)可得

b · P(UX
N (a, b) > j) ⩽

∫
{{S<N}}

XTdP−
∫
{{S<N,T=N+1}}

XNdP

⩽ 0−
∫
{S<N,XT<b}

XN+1dP

= −
∫
{S<N,XT<b}

XNdP
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⩽
∫
{S<N,T=N+1}

X−
NdP

⩽
∫
{UX

N (0,b)=j}
X−

NdP

至此定理的 (1)得证，关于 (2)：

E[UX
N (a, b)] =

∞∑
j=0

P(UX
N (a, b) > j) ⩽ 1

b

∞∑
j=0

∫
{UX

N (a,b)=j}
X−

NdP =
1

b

∫
X−

NdP =
1

b
E[X−

N ]

□
有了上述估计，就可以得到下面鞅的收敛性定理。

定理 1.5.2 (鞅收敛定理，Martingale Convergence Theorem)

{Xn}是一个上鞅，且 sup
n

E[X−
n ] < +∞，则极限 X(ω) = lim

n→∞
Xn(ω) a.s.存在。

证明 令 UX(a, b)
def
= lim

N→∞
UX
N (a, b)，如果发散则定义为 +∞，由于 UX

N 关于 n是个单调递增序列，所以可以使

用MCT：
E[UX(a, b)] = lim

N→∞
⩽ sup

N

1

b− a
E[(XN − a)−] < ∞

因此Wa,b = {UX(a, b) = +∞}是个零测集，

Va,b = {liminf
n→∞

Xn(ω) < a, limsup
n→∞

Xn(ω) > b} ⊂ Wa,b

也是个零测集，而

{Xn不收敛} = {liminf
n→∞

Xn(ω) < limsup
n→∞

Xn(ω)} =
⋃

a<b,a,b∈Q

Va,b

所以 Xn a.s.收敛。 □

1.5.2 推论与应用

下鞅的版本：

推论 1.5.1

♥
如果 {Xn}是一个下鞅，且 sup

n
E[X+

n ] < +∞，则 Xn a.s.收敛。

证明 考虑 Yn = −Xn，Yn 的负部即为 Xn 的正部，所以 Yn a.s.收敛，进而 Xn a.s.收敛。 □
L1 度量一致有界的鞅的极限是 L1 可积的：

推论 1.5.2

♥
{Xn}是鞅，且 sup

n
E[|Xn|] < ∞，则 Xn a.s.收敛到 X，且 X 可积。

下面这道题展示了如何利用停时构造收敛鞅。

例 1.5.1.

{Xn}是鞅，存在M > 0使得 |Xn+1 −Xn| ⩽ M < ∞，令

C = {ω : lim
n→∞

Xn(ω)存在}

D = {ω : limsup
n→∞

Xn(ω) = +∞, liminf
n→∞

Xn(ω) = −∞}

证明：P(C ∪D) = 1.
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证明 不妨假设X0 = 0，否则考虑 {Xn−X0}.对于 ∀k ∈ N+，令Nk = inf{n : Xn ⩽ −k}，为首次落在 (−∞,−k]

的时刻，则 {Xn∧Nk
}成为一个新的鞅：

(X1, X2, · · · , XNk−1)
⩽−k

, XNk
, XNk

, · · ·

题目条件表明相邻的两项之差不超过 M，所以 XNk
⩾ −k − M，进而 Xn∧Nk

⩾ −k − M，有下界就表明

sup
n

E[X−
n∧Nk

] < +∞，所以由鞅收敛定理 1.5.2可知Xn∧Nk
a.s.收敛，注意在事件 {Nk = +∞}上Xn∧Nk

= Xn，

故 Xn 在事件 {Nk = +∞}上 a.s.收敛，而

{liminf
n→∞

Xn(ω) > −∞} =
⋃
k

{Nk = +∞}

所以Xn在事件 {liminf
n→∞

Xn(ω) > −∞}上 a.s.收敛，同理考虑 −Xn，可得Xn在事件 {limsup
n→∞

Xn(ω) < +∞}上

a.s.收敛，于是 Xn 在事件 D的补集上 a.s.收敛，这说明 P(C ∪D) = 1. □
相关：第一次作业中有相关应用。

 1.6 鞅的 Lp收敛性

引理 1.6.1

♥
{Xn}是一个下鞅，N 是停时，且存在 k ∈ N+使得 N ⩽ k a.s.，则 E[X0] ⩽ E[XN ] ⩽ E[Xk].

证明 乍一看这个结论似乎很显然，但是要注意，N 是随机变量，并不是一个固定的数字。

由定理 1.3.1，{Xm∧N ,m ∈ N}也是一个下鞅，所以

E[X0∧N ] ⩽ E[Xk∧N ]

也就是

E[X0] ⩽ E[XN ]

对于另一边，拆分 Ω =
⊔k

m=0{ω : N(ω) = m} a.s.，所以

E[XN ] = E

[
k∑

m=0

XNI{N=m}

]

=
k∑

m=0

E[XmI{N=m}]

⩽
k∑

m=0

E[ E[Xk|Fm]I{N=m} ] (⋆)

=

k∑
m=0

E[ E[XkI{N=m}|Fm] ]

⩽
k∑

m=0

E[XkI{N=m}]

= E[Xk]

(⋆)是比较关键的一步，因为 E[Xn] ⩽ E[Xk]并不能直接推出 E[XnIA] ⩽ E[XkIA]. □

定理 1.6.1 (Doob’s Inquality)

X = {Xm,m ∈ N}是下鞅，A = { max
0⩽m⩽n

X+
m ⩾ λ}, λ > 0，则

λP(A) ⩽ E[Xn · IA] ⩽ E[X+
n IA] ⩽ E[X+

n ]

证明 后两个不等号是显然的。取停时N = inf{m : Xm ⩾ λ} ∧ n，注意到事件 A代表着在 n时刻之前Xm超过
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了 λ，所以 XN ⩾ λ，因此

λP(A) = E[λIA] ⩽ E[XNIA]

由引理 1.6.1可知 E[XN ] ⩽ E[Xn]，注意到 Ac = {X+
m < λ, 0 ⩽ m ⩽ n}，在事件 Ac上N = n，所以 E[XNIAc ] =

E[XnIAc ]，因此

E[XNIA] = E[XN ]− E[XNIAc ] = E[XN ]− E[XnIAc ] ⩽ E[Xn]− E[XnIAc ] = E[XnIA]

□
于是我们给出了 P(A)的上界估计。

定理 1.6.2 (Lp Maximum Inquality)

X = {Xm}是下鞅，记 Xn = max
0⩽m⩽n

X+
m，则

E[Xp

n] ⩽
(

p

p− 1

)p

E[(X+
n )p]

证明 注意到 ∀M > 0，{Xn ∧M ⩾ λ}要么是 {Xn ⩾ λ}，要么是 ∅.

E[(Xn ∧M)p] = E

[∫ Xn∧M

0

pλp−1dλ

]

= E[
∫ +∞

0

I{Xn∧M}pλ
p−1dλ]

=

∫ +∞

0

pλp−1E[I{Xn∧M⩾λ}]dλ By Fubini Thm

=

∫ +∞

0

pλp−1P(Xn ∧M)dλ

⩽
∫ +∞

0

pλp−1 1

λ

∫
X+

n IXn∧M⩾λdPdλ By定理 1.6.1

=

∫
X+

n

∫ Xn∧M

0

pλp−2dλdP By Fubini Thm

=
p

p− 1

∫
X+

n (Xn ∧M)p−1dP

=
p

p− 1
E[X+

n (Xn ∧M)p−1]

⩽ p

p− 1
E[|X+

n |p]
1
pE[|Xn ∧M |p]

p−1
p By Holder Inquality

令M → ∞，则得到
E[Xp

n] ⩽
p

p− 1
E[|X+

n |p]
1
pE[|Xn|p]

p−1
p

整理即可得到结论。 □

推论 1.6.1

♥

{Xn, n ∈ N}是鞅，sup
n

E[|Xn|p] < +∞, p > 1，则

E[ max
0⩽m⩽n

|Xm|p] ⩽
(

p

p− 1

)p

E[|Xn|p]

证明 对 Xn,−Xn 都使用定理 1.6.2，

E[ max
0⩽m⩽n

(X+
m)p] ⩽

(
p

p− 1

)p

E[(X+
n )p]

E[ max
0⩽m⩽n

(X−
m)p] ⩽

(
p

p− 1

)p

E[(X−
n )p]
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注意到 |Xn| = X+
n I{Xn>0} +X−

n I{Xn<0}，两式相加即可。 □

定理 1.6.3 (Lp 收敛定理)

{Xn, n ∈ N}是鞅，sup
n

E[|Xn|p] < +∞, p > 1，则 Xn
a.s.→ X 且 Xn

Lp

→X .

证明 根据 Jensen不等式，E[|Xn|] ⩽ E[|Xn|p]
1
p < +∞，由鞅收敛定理即可得 a.s.收敛。

由推论 1.6.1，

E[ max
0⩽m⩽n

|Xm|p] ⩽
(

p

p− 1

)p

E[|Xn|p]

由 n的任意性，可得

E[sup
n

|Xn|p] ⩽
(

p

p− 1

)p

sup
n

E[|Xn|p] < +∞

这说明 sup
n

|Xn|是 Lp 可积的，由控制收敛定理可得 Lp 收敛。 □

 1.7 鞅的择停定理

1.7.1 回顾：一致可积性

定义 1.7.1

♣

称一族 r.v.{Xi, i ∈ I}是一致可积的 (Uniformly Integrable, U.I.)，如果

lim
M→∞

sup
i∈I

E[|Xi|; |Xi| > M ] = 0

这里

E[X;A]
def
= E[XIA] =

∫
A

XdP

引理 1.7.1 (积分的绝对连续性)

♥

如果 r.v.X 可积，则
lim

P(A)→0

∫
A

|X|dP = 0

证明 X 是可积的，则 XI|X|>M
P→ 0，因为 |XI|X|>M | ⩽ |X|，由 DCT可知∫

|XI|X|>M |dP → 0

即 ∀ε，M 充分大时 ∫
|XI|X|>n|dP <

1

2
ε

取 δ = ε
2M，P(A) < δ时， ∫

A

|X|dP =

∫
A

|X|I{|X|⩾M} +

∫
A

|X|I{|X|<M}dP

⩽ ε

2
+

∫
A

MI{|X|<M}dP

⩽ ε

2
+ P(A) ·M = ε

□

推论 1.7.1

♥
一致有界的 {Xi, i ∈ I}是一致可积的。
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第 1章 离散时间鞅 1.7 鞅的择停定理

证明 取充分大的M 使得 {|Xi| ⩾ M} = ∅, ∀i即可。 □

推论 1.7.2

♥
概率空间 (Ω,P,F)上的随机变量 X 可积，考虑 r.v.族 {E[X|G] : G ⊂ F}，则是一致可积的。

证明 设M > 0，令事件 A = {|E[X|G]| > M} = { |E[X|G]|
M > 1}，

P(A) =
∫
A

1dP ⩽
∫
A

|E[X|G]|
M

dP ⩽
∫

|E[X|G]|
M

dP =
E[X]

M

由引理 1.7.1，∀ε > 0，∃δ > 0，只要取足够大的M 使得 P(A) ⩽ E[|X|]/M ⩽ δ，就有∫
A

|X|dP < ε

又根据条件期望的定义，A ∈ G，进而 ∫
A

E[|X| |G]dP =

∫
A

|X|dP

于是

ε ⩾
∫
A

|X|dP =

∫
A

E[|X| |G]dP ⩾
∫
A

|E[X|G]|dP

这就证明了一致可积性。 □

定理 1.7.1

∀φ ⩾ 0，且 φ(x)
x → ∞ as x → ∞，如果 sup

i
E[φ(Xi)] < +∞，则 {Xi, i ∈ I}是一致可积的。

证明 设M > 0，令

εM = sup

{
x

φ(x)
: x ⩾ M

}
则在 A = {|Xi| > M}上，

Xi

φ(Xi)
⩽ εM

因为 x → ∞时 x
φ(x) → 0，所以M → ∞时 εM → 0. 对于 ∀i ∈ I，

E[|Xi|IA] =
∫
A

Xi

φ(Xi)
· φ(Xi)dP ⩽ εM

∫
A

φ(Xi)dP ⩽ εME[φ(Xi)]

则

sup
i

E[|Xi|IA] ⩽ εM sup
i

E[φ(Xi)] → 0

所以一致可积性得证。 □
注取 φ(x) = |x|p, p > 1是一个很常见的应用。

定理 1.7.2 (Durrett Theorem 5.5.2)

E[|Xn|] < +∞, ∀n，若 Xn
P→X，以下命题等价：

(1) {Xn, n ⩾ 0}一致可积；
(2) Xn

L1

→X；

(3) E[|Xn|] → E[|X|] < +∞.

证明 这段证明用到的前文结论太多，暂时无力整理，等前三章补充完整了再说吧。 □
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第 1章 离散时间鞅 1.7 鞅的择停定理

1.7.2 一致可积鞅

定理 1.7.3
对于一个下鞅 {Xn}，以下命题等价：

(1). {Xn, n ⩾ 0}一致可积；
(2). Xn

L1

→X 且 Xn
a.s.→ X；

(3). Xn
L1

→X .

证明 我们利用定理 1.7.2的结论证明该定理。
(1) ⇒ (2)：一致可积意味着 sup

n
E[|Xn|] < +∞，利用鞅收敛定理可知 Xn

a.s.→ X，进而 Xn
P→X，于是由定

理 1.7.2(1) ⇒ (2)知 Xn
L1

→X .
(2) ⇒ (3)：显然。

(3) ⇒ (1)：Xn
L1

→X 意味着 Xn
P→X，于是由定理 1.7.2(2) ⇒ (1)则得证。 □

推论 1.7.3

♥
{Xn}是 U.I.鞅，Xn → X，则 Xn = E[X|Fn], ∀n.

证明 先回顾一个测度论里的结论：

引理 1.7.2

♥

Xn ∈ L1，Xn
1→X，则 ∀A ⊂ Ω，

E[XnIA] → E[XIA]

证明

E[XnIA −XIA] ⩽ E[|Xn −X|IA] ⩽ E[|Xn −X|] = 0

□

设 Xn
a.s. and L1

→ X，考虑m ⩾ n，Xn = E[Xm|Fn]，因此若 A ∈ Fn，就有

E[XmIA] =

∫
A

E[Xm|Fn]dP = E[XnIA]

由引理可知，E[XnIA] → E[XIA]，所以 ∀n有 E[XIA] = E[XnIA]，这意味着 Xn = E[X|Fn]. □

推论 1.7.4

♥
{Xn}是 U.I.下鞅，Xn → X，则 Xn ⩽ E[X|Fn], ∀n.

证明 没办法直接验证条件期望了，但测度论中有一个结论：

引理 1.7.3

♥
(Ω,F ,P)上，G ⊂ F，两个 G‑可测的随机变量X,Y 满足 ∀A ∈ G，E[XIA] ⩽ E[Y IA]，则X ⩽ Y a.s.

于是只需验证 ∀n,A ∈ Fn 有 E[XnIA] ⩽ E[E[X|Fn]IA] = E[XIA]即可，之后的证明过程和上一个推论同

理。 □

定理 1.7.4 (条件期望随信息演化而收敛)
设 Fn ↗ F∞，则当 n → ∞时，

E[X|Fn]
a.s. and L1

→ E[X|F∞]

Fn ↗ F∞ 的意思是 F1 ⊂ F2 ⊂ · · ·，并且存在 F∞
def
= σ (

⋃∞
n=1 Fn).
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证明 注意到 Yn = E[X|Fn]是一致可积鞅，设 Yn → Y∞ a.s.和 L1，并且

E[X|Fn] = Yn = E[Y∞|Fn]

因此 ∀A ∈ Fn，

E[YnIA] = E[XIA] = E[Y∞IA]

考虑到
⋃

n Fn是一个 π‑系，根据 π‑λ定理可知对于任意的 A ∈ F∞上式都成立，又因为 Y∞是 F∞‑可测的2，所

以 Y∞ = E[X|F∞]. □

推论 1.7.5 (Levy 0‑1律)

♥
设 Fn ↗ F∞，事件 A ∈ F，则 E[IA|Fn] → IA a.s.

定理 1.7.5 (条件期望的控制收敛定理（对角线 ver.）)

设 Fn ↗ F∞，Yn
a.s.→ Y，|Yn| ⩽ Z, ∀n，Z 可积，则 E[Yn|Fn] → E[Y |F∞].

证明 令Wn = sup{|Yn − Ym| : ∀n,m ⩾ N}，则WN ⩽ 2Z，进而 E[WN ] < +∞，由定理 1.7.4，

limsup
n→∞

E[|Yn − Y | |Fn] ⩽ limsup
n→∞

E[WN |Fn] = E[WN |F∞]

因为 N → ∞时 E[WN |F∞] ↘ 0，以及 E[Y |Fn] → E[Y |F∞]，所以 E[Yn|Fn] → E[Y |Fn]. □

定理 1.7.6 (Doob’s Optional Stopping Theorem，择停定理)

{Xn, n ∈ N}是一致可积下鞅，对于任意停时 N，{Xn∧N}是一致可积的。

证明 下鞅⇒ E[X+
N∧n] ⩽ E[X+

n ]，因此

sup
n

E[X+
N∧n] ⩽ sup

n
E[X+

n ] ⩽ sup
n

E[|Xn|] < +∞

另一方面，

E[X−
N∧n] = E[X+

N∧n]− E[XN∧n] ⩽ E[X+
N∧n]− E[X0]

所以

sup
n

E[X−
N∧n] ⩽ sup

n
E[X+

N∧n]− E[X0] < +∞

从而 sup
n

E[|XN∧n|] < +∞，由鞅收敛定理可知 XN∧n
a.s.→ XN 且 E[|XN |] < +∞，于是

E[|XN∧n|I{|XN∧n|>k}] = E[|XN∧n|I{|XN∧n|>k,N⩽n}] + E[|XN∧n|I{|XN∧n|>k,N>n}]

= E[|XN |I{|XN |>k,N⩽n}] + E[|Xn|I{|Xn|>k,N>n}]

⩽ E[|XN |I{|XN |>k}] + E[|Xn|I{|Xn|>k}]

XN 可积，{Xn}一致可积，所以这两项都趋于 0，故

lim
k→∞

E[|XN∧n|I{|XN∧n|>k}] = 0

□
2这也是测度论里的一个结论：显然 Yn 都是 F∞‑可测的，而可测函数类对于极限运算封闭，见实分析笔记定理 1.4.2，后续记得补上。
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1.7.3 择停定理的推论与应用

定理 1.7.7
{Xn}是一个下鞅，N 是停时，如果 XN 可积且 {XnI{N>n}, n ∈ N}一致可积，则 {XN∧n}一致可

积，从而 E[X0] ⩽ E[XN ].

证明 设 Yn = XN∧n，则

E[Yn; |Yn| > M ] =

∫
{|Yn|>M}

|Yn|dP

=

∫
{|Xn|>M,N>n}

|Xn|dP+

∫
{|XN |>M,N⩽n}

|XN |dP

⩽
∫
{|Xn|>M}

|XnI{N>n}|dP+

∫
{|XN |>M}

|XN |dP

M → ∞时这两项都趋于 0，前面是因为 {XnI{N>n}, n ∈ N}一致可积的定义，后面是因为积分的绝对连续性。

因为 {Xn}是一个下鞅，{Yn = XN∧n}就是一致可积下鞅，因此 Yn
a.s. and L1

→ Y∞，∀n有 E[Y0] ⩽ E[Yn] →
E[Y∞]，所以 E[X0] ⩽ E[XN ]. □

定理 1.7.8
{Xn}是一致可积下鞅，Xn → X∞，则对于任意停时 N 有

E[X0] ⩽ E[XN ] ⩽ E[X∞]

证明 {Yn = Xn∧N}是一致可积下鞅，设 Yn → Y∞，E[Y0] ⩽ E[Y∞]可得 E[X0] ⩽ E[XN ].
另一方面，考虑

E[XN ] =

∞∑
n=0

E[XnI{N=n}]

⩽
∞∑

n=0

E[ E[X∞|Fn]I{N=n} ]

=
∞∑

n=0

E[ E[X∞I{N=n}|Fn] ]

=
∞∑

n=0

E[X∞I{N=n}|Fn]

= E[X∞]

这和引理 1.6.1的证明非常类似。 □

推论 1.7.6

♥
{Xn}是一致可积下鞅，M ⩽ N 是两个停时，则 E[X0] ⩽ E[XM ] ⩽ E[XN ].

证明 考虑 Yn = Xn∧N 是一致可积下鞅，则

E[Y0] ⩽ E[YM ] ⩽ E[Y∞]

相对应的就是

E[X0] ⩽ E[XM ] ⩽ E[XN ]

□

推论 1.7.7

♥
{Xn}是一致可积鞅，M ⩽ N 是两个停时，则 E[X0] = E[XM ] = E[XN ].
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证明 同上。 □

推论 1.7.8

♥
{Xn}是一致可积鞅，M ⩽ N 是两个停时，则 XM = E[XN |FM ].

证明 回顾定义 1.3.3. XM 是 FM ‑可测的，只需验证 ∀A ∈ FM，

E[XMIA] = E[XNIA]

A ∈ FM ⊂ FN，考虑MA ⩽ NA 这两个停时，应用推论 1.7.7，就得到

E[XMA ] = E[XNA ]

即

E[XMIA] + E[X∞IAc ] = E[XNIA] + E[X∞IAc ]

这说明 E[XMIA] = E[XNIA]，于是得证。 □

定理 1.7.9
{Xn}是下鞅，存在常数 B > 0使得 E[|Xn+1 −Xn| |Fn] ⩽ B a.s.，如果N 是停时，E[N ] < +∞，则

{Yn = XN∧n}一致可积，进而 E[X0] ⩽ E[XN ].

证明 记

Y = |X0|+
∞∑

m=0

|Xm+1 −Xm|I{N>m}

则 |XN∧n| ⩽ Y，下面只需证明 Y 可积即可。

E[Y ] = E[|X0|] +
∞∑

m=0

E[|Xm+1 −Xm|I{N>m}]

= E[|X0|] +
∞∑

m=0

E[ E[|Xm+1 −Xm|I{N>m}|Fm] ]

= E[|X0|] +
∞∑

m=0

E[ E[|Xm+1 −Xm||Fm]I{N>m} ]

⩽ E[|X0|] +B ·
∞∑

m=0

E[I{N>m}]

= E[|X0|] +BE[N ] < +∞

□

 1.8 两个例子

例 1.8.1.

赌徒破产：A和 B玩抛硬币，规则是这样的：硬币均匀，抛出正反面的概率均为 1
2，每轮游戏抛一次

硬币，抛出正面时 B给 A一块钱，抛出反面时 A给 B一块钱。游戏开始前 A有 a元，B有 b元，游戏会

一直持续到一方没有钱为止，此时另一方获得胜利。那么，A获胜的概率是多少？游戏的持续轮数 T 的

期望是多少？

解答：设 {Xn, n ∈ N+}满足 P(Xi = ±1) = 1
2，令 Sn = X1 + · · ·+Xn，则 Sn 表示经过 n轮游戏后 A获得/失

去的钱数，S0 定义为 0，那么，根据例 1.2.2可知 {Sn, n ∈ N}是一个鞅。
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游戏的持续轮数 T 的定义应当是 Sn 首次等于 b或者 −a的时刻：

T
def
= min{n : Sn = −a or Sn = b}

则 T 是一个停时。为了证明 E[T ] < +∞，首先要证明下面这个式子：

P(T > m(a+ b)) ⩽
(
1−

(
1

2

)a+b
)m

, m ⩾ 1 (⋆)

先考虑m = 1的情况，

P(T > a+ b) = 1− P(T ⩽ a+ b) ⩽ 1− P(X1 = X2 = · · · = Xa+b = 1) = 1−
(
1

2

)a+b

归纳：m时命题成立，则考虑m+ 1时

P(T > (m+ 1)(a+ b)) = P(T > (m+ 1)(a+ b)|T > m(a+ b))P(T > m(a+ b))

⩽
(
1− P(S(m+1)(a+b) − Sm(a+b) = a+ b)

)(
1−

(
1

2

)a+b
)m

=

(
1−

(
1

2

)a+b
)m+1

也成立，于是 (⋆)式得证，那么

E[T ] = E[TI{T⩽a+b}] + E[TI{T>a+b}]

= E[TI{T⩽a+b}] +

∞∑
m=1

E[TI{m(a+b)<T⩽(m+1)(a+b)}]

⩽ a+ b+

∞∑
m=1

(m+ 1)(a+ b)P(m(a+ b) < T ⩽ (m+ 1)(a+ b))

⩽ a+ b+
∞∑

m=1

(m+ 1)(a+ b)P(T > m(a+ b))

⩽ a+ b+
∞∑

m=1

(m+ 1)(a+ b)

(
1−

(
1

2

)a+b
)m

< +∞

注意到 ST∧n ∈ [−a, b]，有界⇒一致可积，应用推论 1.7.7可得

E[ST ] = E[ST∧n] = E[S0]

其中 E[S0] = 0，E[ST ] = −aP(ST = −a) + bP (ST = b)，同时又因为 P(ST = −a) + P (ST = b) = 1，可解得

P(ST = −a) =
b

a+ b
, P(ST = b) =

a

a+ b

A获胜的概率即为 P(ST = b) = a
a+b .

为了计算 E[T ]，考虑另一个鞅 {Yn = S2
n − n, n ∈ N}（见例 1.2.5），那么 {YT∧n, n ∈ N}也是鞅，应用推

论 1.7.7可得
E[S2

T∧n − T ∧ n] = E[Y0] = 0 ⇒ E[S2
T∧n] = E[T ∧ n]

令 n → ∞并应用 DCT得 E[S2
T ] = E[T ] = (−a)2P(ST = −a) + b2P(ST = b) = ab.

例 1.8.2.

随机游走：数轴上的原点是醉汉的家，醉汉所处的位置为 k，位置 N 处有一条河，0 < k < N . 醉汉
走路的方向都是随机的，每一步向右走一个单位的概率为 p，每一步向左走一个单位的概率为 q = 1 − p，

试求醉汉在掉到河里之前成功走回家的概率。

解答：设 {Xn, n ∈ N+}，满足 P(Xi = 1) = p,P(Xi = −1) = 1− p，令 Sn = X1 + · · ·+Xn，表示醉汉走了 n步
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之后向右移动的距离，

T
def
= min{n ⩾ 0 : ST = 0 or ST = N}

代表醉汉首次掉进河或者回家的时刻，P(ST = 0)即为题目所求。

设 Zn =
(

q
p

)Sn

，则 {Zn, n ∈ N}是一个鞅（见例 1.2.6），注意到

|ZT∧n| =
(
q

p

)ST∧n

⩽ max
0⩽l⩽N

=

(
q

p

)l

= M

E[ZT∧n] = E[
(
q

p

)ST∧n

] = E[Z0] =

(
q

p

)k

令 n → ∞可得

E[ZT ] =

(
q

p

)k

同时

E[ZT ] = P(ST = 0) +

(
q

p

)N

P(ST = N)

以及 P(ST = 0) + P(ST = N) = 1，可得

P(ST = 0) =

(
q
p

)k
−
(

q
p

)N
1−

(
q
p

)N

 1.9 习题

1.9.1 第一次作业

题目 1.1. Durrett(Exercise 4.2.3)

证明：如果 Xn, Yn 是关于 Fn 的下鞅，则 Xn ∨ Yn 也是下鞅。

解答：令 Zn = Xn ∨ Yn = XnIXn⩾Yn
+ YnIXn<Yn

，因为 Xn, Yn 是 Fn‑可测的，

{Xn ⩾ Yn} =
⋃
q∈Q

{Xn ⩾ q} ∪ {q ⩾ Yn} ∈ Fn

于是 Zn 就是 Fn‑可测的。而

E[Xn+1 ∨ Yn+1|Fn] ⩾ E[Xn+1|Fn] = Xn

E[Xn+1 ∨ Yn+1|Fn] ⩾ E[Yn+1|Fn] = Yn

⇒ E[Xn+1 ∨ Yn+1|Fn] ⩾ Xn ∨ Yn

所以 Zn 也是下鞅。

题目 1.2. Durrett(Exercise 4.2.4)

{Xn, n ⩾ 0}是下鞅且 sup
n

Xn < ∞，令 ξn = Xn −Xn−1，若 E[sup
n

ξ+n ] < ∞，证明：Xn a.s.收敛。

解答：定义 Tm = inf{k ⩾ 0 : Xk > m}，即 Xk 首次超过 m的时刻，那么 Tm 是一个停时。考虑 Yn = Xn∧Tm

是一个新的下鞅，注意 Tm 是“首次”超过m，也就是只有 XTm 超过了m，所以

{Yn(ω)
+} = {X1(ω)

+, X2(ω)
+, · · · , XTm(ω)−1(ω)

+, XTm(ω)(ω)
+, XTm(ω)(ω)

+, · · · }
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里最大的就是 XTm(ω)(ω)
+，因此

sup
n

Y +
n = sup

n
X+

n∧Tm
⩽ X+

Tm
= (XTm−1 + ξTm)+ ⩽ X+

Tm−1 + ξ+Tm
⩽ m+ sup

n
ξ+n

于是

E[sup
n

Y +
n ] ⩽ m+ E[sup

n
ξ+n ] < +∞

于是 Yn a.s.收敛。注意在 {Tm = +∞}上 Xn = Yn，因此 Xn 在 {Tm = +∞}上 a.s.收敛，而

{Tm = +∞} = {∀k ⩾ 0, Xk ⩽ m}

考虑到 sup
n

Xn < ∞，存在某个m使得 ∀Xn ⩽ m，这表明 {Tm = +∞} = Ω，于是 Xn a.s.收敛。

题目 1.3. Durrett(Exercise 4.2.6)

一系列非负独立同分布 r.v.Y1, Y2, · · · 满足 E[Ym] = 1,P(Ym = 1) < 1，根据例 1.2.4可知 Xn =∏
m⩽n Ym 是一个鞅，证明：Xn → 0 a.s.

解答：注意 Yn是独立同分布的，因为 P(Ym = 1) < 1，考虑取 u > 0使得 P(|Y1 − 1| > u) > 0，则对于 ∀n都有
P(|Yn − 1| > u) > 0，于是 ∀ε > 0，

P(|Xn+1 −Xn| > εu) = P(Xn|Yn+1 − 1| > εu)

= P(Xn|Yn+1 − 1| > εu|Xn ⩾ ε)P(Xn ⩾ ε)

⩾ P(|Yn+1 − 1| > u|Xn ⩾ ε)P(Xn ⩾ ε)

= P(|Yn+1 − 1| > u)P(Xn ⩾ ε)

最后一个等号是因为Xn和 Yn+1独立。于是两边令 n → ∞，可知Xn a.s.收敛，所以左边→ 0，右边的 P(|Yn+1−
1| > u) > 0，于是只能 P(Xn ⩾ ε) → 0，所以 Xn → 0 a.s.

题目 1.4. Durrett(Exercise 4.2.8)

正、可积的 Xn, Yn 是关于 Fn 的适应过程，若

E[Xn+1|Fn] ⩽ (1 + Yn)Xn

且
∑

Yn < +∞ a.s.证明 Xn a.s.收敛。

解答：观察题目给的条件，我们尝试把它变成 E[Zn+1|Fn] ⩽ Zn 的形式。

E
[

Xn+1

(1 + Y0)(1 + Y1) · · · (1 + Yn)
|Fn

]
⩽ Xn

(1 + Y0)(1 + Y1) · · · (1 + Yn−1)

于是可令

Zn =
Xn∏n−1

i=0 (1 + Yi)
, n ⩾ 1

则 Zn 是一个下鞅，同时 Zn > 0，因此 Zn a.s.收敛。考虑

ln
n−1∏
i=0

(1 + Yi) =
n−1∑
i=0

ln (1 + Yi) ⩽
n−1∑
i=0

Yi < +∞

因此 Zn 的分母
∏n−1

i=0 (1 + Yi)收敛，从而分子 Xn 收敛。
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题目 1.5. Durrett(Exercise 4.2.9)

X1
n, X

2
n 是关于 Fn 的上鞅，N 是停时，且满足 X1

N ⩾ X2
N，令

Yn = X1
nI{N>n} +X2

nI{N⩽n}

Zn = X1
nI{N⩾n} +X2

nI{N<n}

则 Yn, Zn 都是上鞅。

解答： Yn 的各部分是 Fn‑可测的，所以 Yn 是可测的。考虑拆分 Yn+1，然后将其中的示性函数转化为 Fn‑可测
的形式，

Yn+1 = X1
n+1I{N>n+1} +X2

n+1I{N⩽n+1}

= X1
n+1I{N>n} −X1

n+1I{N=n+1} +X2
n+1I{N=n+1} +X2

n+1I{N⩽n}

= X1
n+1I{N>n} +X2

n+1I{N⩽n} + (X2
N −X1

N )I{N=n+1}

于是取条件期望：

E[Yn+1|Fn] = E[X1
n+1I{N>n}|Fn] + E[X2

n+1I{N⩽n}|Fn] + E[(X2
N −X1

N )I{N=n+1}|Fn]

⩽ E[X1
n+1|Fn]I{N>n} + E[X2

n+1|Fn]I{N⩽n}

⩽ X1
nI{N>n} +X2

nI{N⩽n}

= Yn

关于 Zn 的证明略有不同，

Zn+1 = X1
n+1I{N>n} +X2

n+1I{N⩽n}

E[Zn+1|Fn] ⩽ X1
nI{N>n} +X2

nI{N⩽n}

⩽ X1
nI{N>n} +X2

nI{N⩽n} + (X1
N −X2

N )I{N=n}

⩽ X1
nI{N⩾n} +X2

nI{N<n}

= Zn

题目 1.6. Durrett(Exercise 4.3.3)

正、可积的 Xn, Yn 是关于 Fn 的适应过程，若

E[Xn+1|Fn] ⩽ Xn + Yn

且
∑

Yn < ∞ a.s.证明 Xn a.s.收敛。提示：构造停时

N = inf

{
k :

k∑
m=1

Ym > M

}

解答：由题意可知

E

[
Xn+1 −

n∑
k=0

Yk

]
⩽ Xn −

n−1∑
k=0

Yk

于是令

Zn = Xn −
n−1∑
k=0

Yk, n ⩾ 1
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是一个上鞅，取停时

N = inf

{
k :

k∑
m=1

Ym > M

}

于是 {Zn∧N}是一个新的上鞅，考虑

Zn∧N +M = Xn∧N −
n∧N−1∑
k=0

Yk +M

注意N是
∑

Yn首次超过M，而n∧N−1 < N，所以上式中的求和不会超过M，而Xn是正的，所以Zn∧N+M > 0，

这说明 Zn∧N a.s.收敛。
在 {N = +∞}上，Zn∧N = Zn a.s.收敛，考虑到

∑
Yn < ∞ a.s.，因此必然存在某个M 使得 {N = +∞} = Ω

a.s.，于是 Zn 在 Ω上 a.s.收敛。

1.9.2 第二次作业

首先要补充一个引理 1.6.1的升级版结论，这是 Durrett书上的 Exercise 4.4.2.

引理 1.9.1

♥
Xn 是下鞅，M ⩽ N 是停时，且 N ⩽ k a.s.，证明：E[XM ] ⩽ E[XN ].

证明 取 Yn = Xn∧N 为下鞅，由引理 1.6.1可得 E[YM ] ⩽ E[Yk]，即 E[XM ] ⩽ E[XN ]. □
然后补充一个书上的定理 4.4.7，是一个关于鞅的运算技巧，

定理 1.9.1 (Durrett(Theorem 4.4.7))
Xn 是鞅，EX2

n < +∞，若m ⩽ n, Y ∈ Fm,E[Y 2] < +∞，则

E[(Xn −Xm)Y ] = 0

证明 由 Cauchy‑Schwarz不等式可知，

E[(Xn −Xm)Y ] ⩽ E[(Xn −Xm)2] · E[Y 2] < +∞

这确保了 (Xn −Xm)Y 的可积性。然后就是很简单的变换：

E[(Xn −Xm)Y ] = E[ E[(Xn −Xm)Y |Fm] ] = E[ E[(Xn −Xm)|Fm]Y ] = 0

□

题目 1.7. Durrett(Exercise 4.4.3)

假设M ⩽ N 是停时，如果 A ∈ FM，则

L = MIA +NIAc

也是停时。

解答：验证定义：

{L ⩽ n} = ({M ⩽ n} ∩A) ∪ ({N ⩽ n} ∩Ac)

注意 A ∈ FM ⇒ {M ⩽ n} ∩A ∈ Fn，而右侧

{N ⩽ n} ∩Ac = {N ⩽ n} ∩ {M ⩽ n} ∩Ac

其中 {N ⩽ n} ∈ Fn，Ac ∈ FM ⇒ {M ⩽ n} ∩Ac ∈ Fn，于是 {L ⩽ n} ∈ Fn. 由 n的任意性可知 L是停时。
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题目 1.8. Durrett(Exercise 4.4.4)

利用上一题中的构造，证明以下结论：Xn 是下鞅，M ⩽ N 是停时，且 P(N ⩽ k) = 1，则 XM ⩽
E[XN |FM ].

解答：我们倒着分析这道题。从结论出发，设 Y = E[XN |FM ]，XM 和 Y 都是 FM 可测的，所以只需证明：

∀A ∈ FM，

E[XMIA] ⩽ E[Y IA] = E[XNIA]

定义 L = NIA +MIAc，则上式两边加上 E[XMIAc ]得到

E[XM ] ⩽ E[XL]

而M ⩽ N ⇒ M ⩽ L，由引理 1.9.1即可得证。

题目 1.9. Durrett(Exercise 4.4.6)

设独立的随机变量列X1, · · · , Xn, · · · 满足均值为 0、方差 var(Xn) = σ2
n，现在设 Sn = X1+ · · ·+Xn，

s2n = σ2
1 + · · ·+ σ2

n. 容易证明 S2
n − s2n 是一个鞅（类似于例 1.2.5），现在加上条件：|Xm| ⩽ K，证明：

P
(

max
1⩽m⩽n

|Sm| ⩽ x

)
⩽ (x+K)2

s2n

提示：类似于定理 1.6.1的证明过程。

解答：设事件 A = { max
1⩽m⩽n

|Sm| ⩽ x}，因为 Yn = S2
n − s2n 是鞅，取停时 N = inf{m ⩾ 1 : |Sm| > x}，则

Zn = Yn∧N 也是鞅，从而 E[Zn] = E[Z1] = 0，注意到 A = {n ⩽ N}，所以

0 = E[Zn] = E[YnIA] + E[YNIAc ]

⩽ E[(S2
n − s2n)IA] + E[S2

NIAc ]

⩽ (x2 − s2n)P(A) + E[(SN−1 +XN )2IAc ]

⩽ (x2 − s2n)P(A) + E[(x+K)2IAc ]

= (x2 − s2n)P(A) + (x+K)2(1− P(A))

于是

P(A) ⩽ (x+K)2

(x+K)2 − x2 + s2n
⩽ (x+K)2

s2n

题目 1.10. Durrett(Exercise 4.4.7)

Xn 是鞅，且 X0 = 0,E[Xn]
2 < ∞，证明：

P
(

max
1⩽m⩾n

Xm ⩽ λ

)
⩽ E[X2

n]

E[X2
n] + λ2

解答：由题设知 E[Xn] = 0. 不妨设 λ > 0，取常数 c ⩾ 0，注意到 (Xn + c)2 是一个非负下鞅，由定理 1.6.1，

P( max
1⩽m⩽n

Xm ⩾ λ) = P( max
1⩽m⩽n

(Xm + c)2 ⩾ (λ+ c)2) ⩽ 1

(λ+ c)2
E[(Xn + c)2] =

E[X2
n] + c2

(λ+ c)2

令 c =
E[X2

n]
λ ，就得到结论 E[X2

n]
E[X2

n]+λ2 .
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题目 1.11. Durrett(Exercise 4.4.10)

{Xn, n ⩾ 0}是鞅，对于 n ⩾ 1设 ξn = Xn −Xn−1，如果 E[X2
0 ] < ∞且

∞∑
m=1

E[ξ2m] < +∞

证明：Xn → X a.s.，且 Xn
2→X .

解答：由定理 1.6.3，只需证明
sup
n

E[X2
n] < +∞

注意到

X2
n =

(
n∑

m=1

ξm +X0

)2

=
n∑

m=1

ξ2m +X2
0 + 2

n∑
m=1

X0ξm + 2
n∑

m=1

n∑
k=m+1

ξmξk

根据定理 1.9.1，
X0 ∈ Fm−1 ⇒ E[X0ξm] = E[X0(Xm −Xm−1)] = 0

Xm −Xm−1 ∈ Fk−1 ⇒ E[ξmξk] = E[(Xm −Xm−1)(Xk −Xk−1)] = 0

从而

E[X2
n] =

n∑
m=1

E[ξ2n] + E[X2
0 ] < +∞

sup
n

E[X2
n] ⩽

∞∑
m=1

E[ξ2n] + E[X2
0 ] < +∞

题目 1.12. Durrett(Exercise 4.6.6)

Xn ∈ [0, 1]是关于 Fn 的适应过程，设 α, β > 0，α+ β = 1，

P(Xn+1 = α+ βXn|Fn) = Xn

P(Xn+1 = βXn|Fn) = 1−Xn

证明：

P( lim
n→∞

Xn = 0 or 1) = 1

且如果 X0 = θ，则 P( lim
n→∞

Xn = 1) = θ.

解答：容易验证 Xn 是个鞅，而且一致有界，所以一致可积，进而 Xn
L1 and a.s.→ X，现在考虑集合：

Bn = {ω : Xn+1(ω) = α+ βXn(ω)}, B = limsup
n→∞

Bn = {ω : Xn+1(ω) = α+ βXn(ω)对于无数个 n成立}

由于 Xn a.s.收敛，考虑 ∀ε > 0，有充分大的 n使得 |Xn+1 −Xn| < ε，于是在 B 上：

|Xn+1 −Xn| = α|1−Xn| < ε对于无数个 n成立

这说明 {Xn(ω)}有收敛到 1的子列，那本身就收敛到 1，即在 B 上 X = 1 a.s.
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另一方面，考虑

Bc = liminf
n→∞

Bc
n = {ω : Xn+1(ω) = βXn(ω)只对于有限个 n不成立}

于是在 Bc 上，

|Xn+1 −Xn| = α|Xn| < ε只对于有限个 n不成立

这说明 Xn → 0，即在 Bc 上 X = 0 a.s.
因为 E[X] = E[X0] = θ，所以 P(X = 1) = θ.

题目 1.13. Durrett(Exercise 4.6.7)

证明：如果 Fn ↗ F∞，Yn
L1

→Y，则

E[Yn|Fn]
L1

→E[Y |F∞]

解答：注意到：∫
|E[Yn|Fn]− E[Y |F∞]|dP =

∫
|E[Yn|Fn]− E[Y |Fn] + E[Y |Fn]− E[Y |F∞]|dP

⩽
∫

|E[Yn − Y |Fn]|dP+

∫
|E[Y |Fn]− E[Y |F∞]|dP

⩽
∫

E[|Yn − Y ||Fn]dP+

∫
|E[Y |Fn]− E[Y |F∞]|dP

= E[|Yn − Y |] +
∫

|E[Y |Fn]− E[Y |F∞]|dP

Yn
L1

→Y 所以前面这项→ 0，后面这项由定理 1.7.4可知也→ 0.

1.9.3 第三次作业

题目 1.14. Durrett(Exercise 4.8.1)

L ⩽ M 是停时，YM∧n 是一致可积下鞅，则 E[YL] ⩽ E[YM ]，且 YL ⩽ E[YM |FL].

解答：先令 Zn = YM∧n，那么 Zn → Z∞，则根据推论 1.7.6可知 E[ZL] ⩽ E[Z∞]，即 E[YL] ⩽ E[YM ].
要证明 YL ⩽ E[YM |FL]，因为 YL是 FL‑可测的，所以只需证明 ∀A ∈ YL都有 E[YLIA] ⩽ E[E[YM |FL]IA] =

E[YMIA]，也就是要证明

E[ZLIA] ⩽ E[Z∞IA]

两边加上 E[ZLIAc ]，

E[ZL] ⩽ E[ZLAc ]

注意 L ⩽ LAc

，而且 Zn 是一致可积下鞅，再使用推论 1.7.6即可得证。

题目 1.15. Durrett(Exercise 4.8.3)

X1, · · · , Xn, · · · 独立，均值为 0，方差相同，为 var(Xi) = σ2，Sn = X1 + · · ·+Xn，则 S2
n − nσ2是

鞅，令 T = min{n : |Sn| > a}，利用定理 1.7.7证明a：E[T ] ⩾ a2/σ2.

a说真的，题目让用定理 1.7.7证明，我死活没搞明白怎么证明 S2
T − Tσ2可积，最后发现答案根本没用那个定理，甚至是用的下一题

的结论？实在是...

解答：不妨假设 E[T ] < +∞，然后用下一题的结论即可直接得证：

E[T ] =
1

σ2
E[S2

T ] ⩾
a2

σ2
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题目 1.16. Durrett(Exercise 4.8.4)

条件同上一题，设停时 T 满足 E[T ] < +∞，则 E[S2
T ] = σ2E[T ].

解答：记 Yn = S2
n − nσ2，Zn = Yn∧T，从而 Zn 也是鞅并且 E[Zn] = E[Z0] = 0，因此我们有

E[S2
n∧T ] = σ2E[n ∧ T ]

从而

sup
n

E[S2
n∧T ] = σ2 · sup

n
E[n ∧ T ] ⩽ σ2E[T ] < +∞

注意到 Sn 也是一个鞅，所以由 Lp 收敛定理 1.6.3可知 Sn∧T
L2 and a.s.→ ST，从而

E[S2
T ] = lim

n→∞
E[S2

n∧T ] = σ2 lim
n→∞

E[n ∧ T ] = σ2E[T ]

题目 1.17. Durrett(Exercise 4.8.5)

X1, · · · , Xn, · · · 独立，两点分布，且 p < 1
2，规定 S0 = 0，设 Sn = X1+ · · ·+Xn+x，x是给定的整数。

令 V0 = min{n ⩾ 0 : Sn = 0}，则 E[V0] = x/(q− p)，我们尝试计算 V0的方差，我们令 Yi = Xi − (p− q)，

注意到 E[Yi] = 0，

var(Yi) = var(Xi) = 1− (p− q)2

因此

Zn = (Sn − (p− q)n)2 − n(1− (p− q)2)

是一个鞅。证明：

E[V 2
0 ] = x · 1− (p− q)2

(p− q)3

解答：根据上一题结论，

E[V0] =
E[(SV0

− (p− q)V0)
2]

1− (p− q)2
=

(p− q)2E[V 2
0 ]

1− (p− q)2
=

x

q − p

于是

E[V 2
0 ] = x

1− (p− q)2

(q − p)3

题目 1.18. Durrett(Exercise 4.8.8)

随机变量列 X1, · · · , Xn, · · · 独立，±1两点分布，设 Sn = X1 + · · ·+Xn，设对于某些常数 θ0 < 0，

E[exp{θ0 ·X1}] = 1

且X1不是常数，于是 Yn = exp{θ0Sn}是一个鞅，令 τ = inf{n : Sn /∈ (a, b)}，Zn = Yn∧τ，证明：E[Yτ ] = 1，

且

P(Sτ ⩽ a) ⩽ exp{−θ0a}

解答：注意到 Sτ∧n ⩾ a，所以 Zn ⩽ exp{θ0a}，从而是一致可积鞅，于是 Zn → Z∞ = Yτ，E[Yτ ] = E[Z0] = 1，

1 = E[Yτ ] ⩾ E[YτISτ⩽a] ⩾ eaθ0P(Xτ ⩽ a)

得证。
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题目 1.19. Durrett(Exercise 4.8.9)

条件同上一题，但Xi的取值范围改为整数值，且 P(Xi < −1) = 0，P(Xi = −1) > 0，E[Xi] > 0，令

T = inf{n : Sn = a}，其中 a < 0，利用鞅 Yn 来证明：P(T < ∞) = exp{−θ0a}.

解答：易证 YT∧n 是一致可积鞅，从而 E[YT ] = E[Y0] = 1，

1 = E[YT ] = exp{aθ0}P(T < +∞) + E[Y∞;T = +∞]

其中 Y∞ = 0，因为根据大数定律，S∞ = +∞，于是 P(T < +∞) = exp−aθ0.

 1.10 向后鞅 *

其实课上没讲过向后鞅，但是布置了作业题...补充一点书上向后鞅的部分内容吧。

定义 1.10.1

♣

向后鞅是指指标集为 {0,−1,−2, · · · }的关于 {Fn}的适应过程 {Xn, n ⩽ 0}，且满足：

E[Xn+1|Fn] = Xn, ∀n ⩽ −1

向后鞅的 σ‑域随着 n → −∞是递减的。

定理 1.10.1
Xn → X−∞ a.s.且 L1.

证明 设

Un =
∑

−n⩽k⩽0

I{Xk /∈[a,b]}

为 X−n, · · · , X0 跳出区间 [a, b]的次数。于是由定理 4.2.10可得

(b− a)E[Un] ⩽ E[(X0 − a)+]

令 n → ∞，由MCT，可得 E[U∞] < +∞，所以 Xn a.s.收敛。
注意 Xn = E[X0|Fn]，直接可得 Xn 是一致可积的，因此 L1 收敛。 □

定理 1.10.2
X−∞ = lim

n→−∞
Xn，F−∞ =

⋂
n Fn，则 X−∞ = E[X0|F−∞].

证明 显然 X−∞ ∈ F−∞，Xn = E[X0|Fn]，于是如果 A ∈ F−∞ ⊂ Fn，则∫
A

XndP =

∫
A

X0dP

上一个定理以及引理 4.6.5表明 E[Xn;A] → E[X−∞;A]，于是∫
A

X−∞dP =

∫
A

X0dP

对于 ∀A ∈ F−∞ 成立，于是结论得证。 □

定理 1.10.3
如果 Fn ↘ F−∞，则

E[Y |Fn]
a.s. and L1

→ E[Y |F−∞]

证明 考虑 Xn = E[Y |Fn]是一个向后鞅，由前两个定理可得 n → −∞时 Xn → X−∞ a.s.且 L1，即

X−∞ = E[X0|F−∞] = E[E[Y |F0]|F−∞] = E[Y |F−∞]
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第 1章 离散时间鞅 1.10 向后鞅 *

□

题目 1.20. Durrett(Exercise 4.7.1)

证明：对于向后鞅 Xn，如果 X0 ∈ Lp，则所有 Xn ∈ Lp.

解答：由 Lp 最大值不等式（定理 1.6.2），对于 ∀n ⩽ 0，

E
[

sup
n⩽m⩽0

|Xm|p
]
⩽
(

p

p− 1

)p

E[|X0|p]

n → −∞ 可得 sup
m⩽0

|Xm| ∈ Lp，注意到 |Xn − X−∞|p ⩽ (2 sup
m⩽0

|Xm|)p，后者 Lp 可积，所以由 DCT 可知

E[|Xn −X−∞|p] → 0.

题目 1.21. Durrett(Exercise 4.7.2)

设 Yn → Y−∞ a.s.，|Yn| ⩽ Z ∈ L1，如果 Fn ↘ F−∞，则 E[Yn|Fn] → E[Y−∞|F−∞] a.s.

解答：注意到

|E[Yn|Fn]− E[Y−∞|F−∞]| ⩽ E[|Yn − Y−∞||Fn] + |E[Y−∞|Fn]− E[Y−∞|F−∞]|

显然后者趋于 0，对于前者，考虑WN = sup
m,n⩽N

|Ym − Yn|，则WN ⩽ 2Z ∈ L1 且WN → 0，于是

limsup
n→−∞

E[|Yn − Y−∞||Fn] ⩽ limsup
n→−∞

E[WN |Fn] = E[XN |F−∞] → 0
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第 2章离散时间马氏过程

主要内容为随机过程（研课）关于马氏链的部分，标星号的为应用随机过程中提到的新内容。研随课程在前

期用测度论的语言给出了严谨的马氏链定义，详细介绍了马氏性与强马氏性以及应用；而应随则全程拿初等语

言死磕，着重介绍了状态分类的判断准则和平均返回时间、平均经过次数、首次到达时间期望等各种奇奇怪怪

的量的计算方法。应随有些讲得特别不清不楚的内容我干脆就删了（强马氏性），以及遍历定理相关的那部分我

没听（结果期中考了，淦），也没多大兴趣，不整理了。

 2.1 马氏链的定义

2.1.1 基本定义

定义 2.1.1 (马氏链)

♣

概率空间 (Ω,F ,P)上的离散随机过程 X = {Xn, n ⩾ 0}中的随机变量所有可能的取值组成的集合称
为状态空间，记作 S.
设 S 是至多可列集，称 {Xn}具有马氏性 (Markov property)是指：

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i)

其中 i, j, ik ∈ S, k = 0, 1, · · · , n− 1是任意的。此时X 就被称为离散时间离散状态马氏链，简称离散马氏

链。

马氏性的直观理解：给定 n时刻及以前的信息，则未来 (n + 1时刻)与过去 (< n时刻)无关，只与现在 (n
时刻)的状态有关。

定义 2.1.2

♣

对于马氏链 X = {Xn, n ⩾ 0}，如果它还满足

pij
def
= P(Xn+1 = j|Xn = i)

与 n无关，则称其为齐次的马氏链，pij 称为一步转移概率，

我们下文中默认探讨的都是齐次的离散马氏链。齐次有个好处是：我们只需要关心两个时刻之间的时间差，

而不需要关心具体的时刻。后文中的题目 2.1给出了一个非齐次马氏链的例子.
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例 2.1.1. Ehrenfest Chain

有两个瓶子记作A、B，两个瓶子一共有 r个球，初始时A瓶中有 k个球，B瓶中有 r− k个球。每次

操作从 r个球中随机地选一个，并将其放到另外一个瓶子里。记 Xn 为 n次操作之后 A瓶中的球数，则
{Xn}是一个马氏链，状态空间 S = {0, 1, · · · , r}，一步转移概率：

pkj = P(Xn+1 = j|Xn = k)


0 , |k − j| 6= 1
k
r , j = k + 1
r−k
r , j = k − 1

2.1.2 基本性质和应用 *

命题 2.1.1 (马氏链的等价定义)
对于离散随机过程 {Xn}，以下命题等价：

(1). 具有马氏性：∀n ⩾ 0, ∀i, j, in−1, · · · , i0 ∈ S，

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i)

(2). ∀m,n ⩾ 0, ∀s, xm, · · · , x0 ∈ S，

P(Xm+n = s|Xm = xm, Xm−1 = xm−1, · · · , X0 = x0) = P(Xm+n = s|Xm = xm)

(3). ∀0 ⩽ n1 < n2 < · · · < nk ⩽ n, ∀s, xn1 , · · · , xnk
∈ S，

P(Xn+1 = s|Xnk
= xnk

, · · · , Xn1
= xn1

) = P(Xn+1 = s|Xnk
= xnk

)

例 2.1.2.

{Xn}是马氏链，请问以下等式成立吗？
(1). P(X3 = j|X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B) = P(X3 = j|X2 = i).
(2). P(X3 = j|X2 ∈ C,X1 ∈ A,X0 ∈ B) = P(X3 = j|X2 ∈ C).

解答：

(1). 成立，拆开计算验证即可：

LHS =
P(X3 = j,X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

P(X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

=
∑

a∈A,b∈B

P(X3 = j,X2 = i,X1 = a,X0 = b)

P(X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

=
∑

a∈A,b∈B

P(X3 = j|X2 = i,X1 = a,X0 = b)P(X2 = i,X1 = a,X0 = b)

P(X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

=
∑

a∈A,b∈B

P(X3 = j|X2 = i)P(X2 = i,X1 = a,X0 = b)

P(X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

=
P(X3 = j|X2 = i)P(X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

P(X2 = i,X1 ∈ A,X0 ∈ B)

= P(X3 = j|X2 = i) = RHS

(2). 不一定成立，考虑取 C = S，则等式化为 P(X3 = j|X1 ∈ A,X0 ∈ B) = P(X3 = j)，这要求 X1, X0 和 X3

独立。

如果马氏链的状态空间 S 是有限集，那么一步转移概率 pij 可以组成转移概率矩阵 P = (pij)|S|×|S|.
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例 2.1.3.

某产品有三种品牌，分别记作 1、2、3，记Xn为某顾客第 n购买的产品品牌，并设 {Xn}是一个马
氏链，其转移矩阵为

P =


0.8 0.1 0.1

0.2 0.6 0.2

0.3 0.3 0.4


问：

(1). 顾客目前购买了品牌 2，请问下一次购买 3、再下一次购买 1的概率？
(2). 顾客目前购买了品牌 2，请问下下次购买 1的概率？

解答：

(1). 即 P(X2 = 1, X1 = 3|X0 = 2) = P(X2 = 1|X1 = 3, X0 = 2)P(X1 = 3|X0 = 2) = p31p23 = 0.06.
(2). 即 P(X2 = 1|X0 = 2) =

∑
i P(X2 = 1, X1 = i|X0 = 2) =

∑
i pi1p2i = 0.16 + 0.12 + 0.06 = 0.34.

这个例子表明多步转移概率是可以通过一步转移概率来计算的，那么它们之间具体的关系是什么？

定理 2.1.1 (Chapman‑Kolmogorov Equation)

设状态空间 S 是离散的（即至多可数），则

Px(Xm+n = z) =
∑
y∈S

Px(Xm = y)Py(Xn = z), ∀x, z ∈ S

这里 Px(A)是指 PX0
(A)|X0=x，即给定初始状态 X0 = x。

证明

Px(Xm+n = z) =
∑
y∈S

Px(Xm+n = z,Xm = y)

=
∑
y∈S

P(Xm+n = z|Xm = y)Px(Xm = y)

=
∑
y∈S

Py(Xn = z)Px(Xm = y)

□
如果状态空间有限，我们可以写出 Chapman‑Kolmogorov方程的矩阵形式：

P(m,m+ n+ r) = P(m,m+ n)P(m+ n,m+ n+ r)

所以 n步转移概率矩阵 P(m,m+ n) = Pn，这是 Chapman‑Kolmogorov方程的一个简单推论。
记 µ

(n)
i = P(Xn = i)，为 Xn 的质量函数，行向量 µ(n) = (µ

(n)
i , i ∈ S)记录了 Xn 的分布，那么

引理 2.1.1

♥µ(m+n) = µ(m)Pn.

证明

µ
(m+n)
j = P(Xm+n = j)

=
∑
i∈S

P(Xm+n = j|Xm = i)P(Xm = i)

=
∑
i∈S

µ
(m)
i pij(m,m+ n)

= (µ(m)Pn)j

□

第 34页



第 2章 离散时间马氏过程 2.1 马氏链的定义

因此，转移概率矩阵 P和初始时刻 X0 的分布 µ(0) 决定了马氏链的分布。

例 2.1.4.

满足 C‑K方程的随机过程一定是马氏链吗？

解答：答案是否定的，下面给出反例：考虑随机过程 {Yn, n ⩾ 1}，其中奇数项 Y1, Y3, Y5, · · · 独立同分布，

P(Y2k+1 = ±1) =
1

2
, ∀k ∈ N

而偶数项 Y2k = Y2k−1Y2k+1，可以证明：

1◦ 偶数项独立同分布，分布和奇数项一样。

2◦ {Yn}两两独立。
于是

pij(m,m+ n) = P(Ym+n = j|Ym = i) = P(Ym+n = j) =
1

2

回头看 C‑K方程：
pij(m,m+ n+ r) =

∑
k∈S

pik(m,m+ n)pkj(m+ n,m+ n+ r)

两边都是 1
2 .但是 {Yn}并不是一个马氏链：

P(Y2k+1|Y2k = −1, Y2k−1 = 1) = 0 6= P(Y2k+1|Y2k = −1) =
1

2

题目 2.1. 非齐次马氏链的例子

接例 2.1.4，如果令 Zn = (Yn, Yn+1)，证明 {Zn, n ⩾ 1}是一个（非齐次）马氏链，并写出其一步转
移概率。

解答：状态空间为 S = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}，我们先说明 {Zn}是马氏链：记状态 i = (i(1), i(2))，要

证明其为马氏链，也就是证明

P(Zn = i|Zn−1 = in−1, · · · , Z1 = i1) = P(Zn = i|Zn−1 = in−1) (*)

考虑把 (*)左式展开：

P(Zn = i|Zn−1 = in−1, · · · , Z1 = i1)

=
P(Yn+1 = i(2), Yn = i(1) = i

(2)
n−1, Yn−1 = i

(1)
n−1 = i

(2)
n−2, · · · , Y2 = i

(1)
2 = i

(2)
1 , Y1 = i

(1)
1 )

P(Yn = i
(2)
n−1, Yn−1 = i

(1)
n−1 = i

(2)
n−2, · · · , Y2 = i

(1)
2 = i

(2)
1 , Y1 = i

(1)
1 )

条件概率的定义规定了条件事件概率不能为零，所以上式中所有状态相等的那些等式，都必须是成立的，唯一

一个可能不成立的是 i(1) = i
(2)
n−1，不成立时 (*)式成立（两边都是零），所以接下来也不妨假设是成立的。将原

本得到分式简化一下：

P(Yn+1 = i(2), Yn = i
(2)
n−1, Yn−1 = i

(1)
n−1, · · · , Y2 = i

(2)
1 , Y1 = i

(1)
1 )

P(Yn = i
(2)
n−1, Yn−1 = i

(1)
n−1, · · · , Y2 = i

(1)
2 , Y1 = i

(1)
1 )

=P(Yn+1 = i(2)|Yn = i
(2)
n−1, Yn−1 = i

(1)
n−1, · · · , Y2 = i

(2)
1 , Y1 = i

(1)
1 )

=


1
2 , n是奇数

1 , n是偶数，且i(2) · i(1)n−1 = i
(2)
n−1

0 , n是偶数，且i(2) · i(1)n−1 6= i
(2)
n−1

到这里已经能看出来了，(*)左式只和 n− 1之后发生的事情有关。如果想严谨一些，就展开 (*)右式再讨论即可，
这里就不过多叙述了。

一步转移概率如下：n为偶数时，
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(1, 1) (1,−1) (−1, 1) (−1,−1)

(1, 1) 1
2

1
2 0 0

(1,−1) 0 0 1
2

1
2

(−1, 1) 1
2

1
2 0 0

(−1,−1) 0 0 1
2

1
2

n为奇数时，

(1, 1) (1,−1) (−1, 1) (−1,−1)

(1, 1) 1 0 0 0

(1,−1) 0 0 0 1

(−1, 1) 0 1 0 0

(−1,−1) 0 0 1 0

2.1.3 转移概率函数

定义 2.1.3

♣

设 (S, β(S))是一个可测空间，如果函数 p : S × β(S) → R满足：
1◦ 对于任意固定的 x ∈ S，px

def
= p(x, ·) : β(S) → R是一个概率测度；

2◦ 对于任意固定的 A ∈ β(S)，pA
def
= p(·, A) : S → R是 (S, β(S))上的可测函数；

则称 p是一个转移概率函数。

定义 2.1.4

♣

概率空间 (Ω,F ,P)上的随机过程 {Xn}是关于滤流 {Fn}的马氏链，状态空间为 S，再给定可测空间

(S, β(S))，如果 (S, β(S))上的转移概率函数 p满足：

P(Xn+1 ∈ B|Fn) = p(Xn, B), ∀n, ∀B ∈ β(S) (2.1.1)

则称 {Xn}是（关于滤流 {Fn}的）以 p为转移概率的马氏链。

我们可以通过概率空间 (Ω,F ,P)、状态空间 S和转移概率矩阵P来描述一条马氏链，但如果涉及到 S非离

散的情况，P(Xn = i) = 0，一步转移概率 P(Xn+1 = j|Xn = i)作为条件概率就无法定义。因此我们采用转移概

率函数而非转移概率矩阵来描述马氏链。

下面是笔者的一些想法，尝试寻找转移概率函数和一步转移概率的关系：

{Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0} ∈ Fn

根据条件期望的定义，可得∫
{Xn=i,Xn−1=in−1,··· ,X0=i0}

P(Xn+1 ∈ B|Fn)dP

=

∫
{Xn=i,Xn−1=in−1,··· ,X0=i0}

E[I{Xn+1∈B}|Fn]dP

=

∫
{Xn=i,Xn−1=in−1,··· ,X0=i0}

I{Xn+1∈B}dP

= P(Xn+1 ∈ B,Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0)

= P(Xn+1 ∈ B|Xn = i)P(Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0)
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然后考虑另一侧，∫
{Xn=i,Xn−1=in−1,··· ,X0=i0}

p(Xn, B)dP =

∫
p(Xn, B)I{Xn=i,Xn−1=in−1,··· ,X0=i0}dP

=

∫
p(i, B)I{Xn=i,Xn−1=in−1,··· ,X0=i0}dP

= p(i, B)P(Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0)

这就得到 p(i, B) = P(Xn+1 ∈ B|Xn = i)，进一步（如果独点集 {j}是可测的话）得到

p(i, j) = P(Xn+1 = j|Xn = i)

可以发现这正是我们之前定义的一步转移概率。所以我认为，转移概率函数是一种比一步转移概率更“通用”的

表示方法，正如我们用 E[X|σ(Y )]的语言代替了 E[X|Y ]，就是为了解决连续型分布落在单个点上的概率为零导

致无法定义条件概率的问题。

但是因为我们正在探讨的马氏链很简单：离散时间、离散状态、齐次，所以大部分情况下我们可以采用初等

的语言来描述（尽管形式上非常繁琐），转移概率函数在叙述方式上的“优越性”还没有被充分展现。

 2.2 马氏链的构造与性质

2.2.1 从转移概率构造马氏链

现在研究的问题是：如果先给出 (S, β(S))和转移概率函数 p，如何给出概率空间 (Ω,P,F)及其上的以 p为

转移概率的马氏链 {Xn}？

定义 2.2.1

♣

我们现在只给定 (S, β(S)) 和转移概率函数 p，令 Ω0 = S∞，即 S 上的序列全体，对于 ω =

(ω0, · · · , ωn, · · · ) ∈ Ω，定义函数：

Xn : Ω0 → S, ω 7→ ωn

令 F = β(S)∞，那么 Xn 就是 (Ω0,F)到 (S, β(S))的可测函数。

如果在 (S, β(S))上给定一个概率测度 µ，根据 Kolmogorov扩张定理，(Ω0,F)上存在唯一概率测度

Pµ 满足：∀n, ∀Bk ∈ β(S), k = 0, · · · , n，

Pµ(X0 ∈ B0, · · · , Xn ∈ Bn) =

∫
B0

µ(dX0)

∫
B1

p(X0, dX1)

∫
B2

p(X1, dX2) · · ·
∫
Bn

p(Xn−1, dXn) (2.2.1)

左边是 {ω = (ω0, · · · , ωn, · · · ) : ω0 ∈ B0, · · · , ωn ∈ Bn}的概率测度，右边第一项积分是指
∫
B0

X0dµ，即

X0在 B0上对测度 µ积分，后面的几项有点复杂，我们回顾定义 2.1.3：固定X0时，p(X0, ·)是一个概率
测度，所以

∫
B1

p(X0, dX1)其实就是 X1 在 B1 上对这个概率测度积分，也就是：∫
B1

X1dp(X0, ·)

这样积分出来是一个与 X0 的值有关的量，其余项同理。

整理一下思绪：我们给定了测度空间 (S, β(S), µ)和转移概率函数 p，定义出了概率空间 (Ω0,F ,Pµ)和其上

的一个随机过程 {Xn}，
(Ω0,F ,Pµ)

Xn−→(S, β(S), µ)

{Xn}的状态空间是 S，那么 {Xn}是这个概率空间上的以 p为转移概率马氏链 {Xn}吗？答案是肯定的。
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定理 2.2.1
令 Fn = σ(X0, · · · , Xn)，则定义 2.2.1中给出的 {Xn}，就是关于滤流 {Fn}的以 p为转移概率的马氏

链，即满足：

Pµ(Xn+1 ∈ B|Fn) = p(Xn, B), ∀n, ∀B ∈ β(S) (2.2.2)

证明 式 (2.2.2)也就是：
E[I{Xn+1∈B}|Fn] = p(Xn, B), ∀n, ∀B ∈ β(S)

固定 B 之后，p(Xn, B)是关于 Xn 的可测函数，当然是 Fn‑可测的，于是我们只需要验证条件期望的第二条定
义： ∫

A

E[IXn+1∈B |Fn]dPµ =

∫
A

p(Xn, B)dPµ, ∀A ∈ Fn

实际上左式可以变换为：∫
A

E[IXn+1∈B |Fn]dPµ = E[E[IXn+1∈B |Fn]IA] = E[E[IXn+1∈BIA|Fn]] = E[IXn+1∈BIA]

所以即证：

E[IXn+1∈BIA] =

∫
A

p(Xn, B)dPµ, ∀A ∈ Fn (2.2.3)

不失一般性，设 A = {X0 ∈ B0, · · · , Xn ∈ B0}，则

(2.2.3)LHS = Pµ(X0 ∈ B0, · · · , Xn ∈ B0, Xn+1 ∈ B)

=

∫
B0

µ(dX0)

∫
B1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Bn

p(Xn−1, dXn)

∫
B

p(Xn, dXn+1)

=

∫
B0

µ(dX0)

∫
B1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Bn

p(Xn, B) · p(Xn−1, dXn)

实际上我们可以证明：对于任意的 β(S)‑可测函数 f，都有：∫
B0

µ(dX0)

∫
B1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Bn

f(Xn) · p(Xn−1, dXn) =

∫
A

f(Xn)dPµ (2.2.4)

然后我们令 f(Xn) = p(Xn, B)，式 (2.2.3)就得证。
至于如何证明式 (2.2.4)，就是经典的四步走：示性函数 线性组合→ 简单函数

逼近→ 非负函数
正负部分离→ 一般可测函

数。我们只验证一下示性函数的情况：设 f = χC , C ∈ β(S)，

(2.2.4)LHS =

∫
B0

µ(dX0)

∫
B1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Bn

χC · p(Xn−1, dXn)

=

∫
B0

µ(dX0)

∫
B1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Bn−1

p(Xn−1, Bn ∩ C)p(Xn−2, dXn−1)

(2.2.4)RHS =

∫
A

χC(Xn)dPµ

= Pµ(X0 ∈ B0, · · · , Xn−1 ∈ Bn−1, Xn ∈ Bn ∩ C)

根据式 (2.2.1)展开就得证。 □
下面是一些应用和推论。先回顾单调类定理：

定理 2.2.2
A是一个包含全集 Ω的 π‑系，H是某些实值函数的集合，若

1◦ ∀A ∈ A ⇒ IA ∈ H.
2◦ f, g ∈ H ⇒ af + bg ∈ H.
3◦ 0 ⩽ fn ∈ H且 fn ↗ f，则 f ∈ H.

则H包含所有 σ(A)‑可测的有界实值函数。
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根据单调类定理我们可以得到：

E[f(Xn+1|Fn)] =

∫
S

f(y)p(Xn, dy) (2.2.5)

进而得到以下推论：

推论 2.2.1

♥

概率空间 (Ω,F ,P)上，{Xn}是以 p为转移概率的马氏链，给定若干有界可测函数 f0, · · · , fm，有：

E[f0(X0)f1(X1) · · · fm(Xm)] =

∫
S

f0(X0)µ(dX0)

∫
S

f1(X1)p(X0, dX1) · · ·
∫
S

fm(Xm)p(Xm−1, dXm)

(2.2.6)

证明 归纳法：m = 1时即为式 (2.2.5)，假设命题对于m成立，考虑m+ 1：

E[f0(X0)f1(X1) · · · fm(Xm)fm+1(Xm+1)] = E[ E[f0(X0)f1(X1) · · · fm+1(Xm+1)|Fm] ]

= E[ f0(X0) · · · fm(Xm) · E[fm+1(Xm+1)|Fm] ]

= E[ f0(X0) · · · fm(Xm)

∫
S

fm+1(y)p(Xm, dy)

def
= f̂(Xm)

]

=

∫
S

f0(X0)µ(dX0)

∫
S

f1(X1)µ(dX1) · · ·
∫
S

p(Xm−1, dXm)f̂(Xm)

令 y = Xm+1 即得。 □

2.2.2 马氏性

引入推移算子，

定义 2.2.2

♣

给定 (S, β(S))，定义 Ω0 = S∞ 上的推移算子：

θn : (ω0, · · · , ωn, · · · ) 7→ (ωn, ωn+1, · · · )

对于转移概率函数 p，p(X, ·)是一个概率测度，下文中，我们记

PX(A)
def
= p(X,A), EX [Y ]

def
=

∫
Y (ω)p(X, dω)

定理 2.2.3
给定马氏链 {Xn}和转移概率 p，设 Y 是 σ(X0, · · · , Xn, · · · )‑有界可测的，Fn = σ(X0, · · · , Xn).则

马氏性可叙述如下：

Eµ[Y ◦ θm|Fm] = EXm
[Y ]

证明 不难看出右式是 Xm 的函数，故是 Fm‑可测的，现只需验证：∀A ∈ Fm，

Eµ[Y ◦ θm · IA] = Eµ[EXm [Y ] · IA] (2.2.7)

不失一般性，可以设 A 具有以下形式1：A = {X0 ∈ A0, X1 ∈ A1, · · · , Xm ∈ Am}，Y 具有以下形式2：Y =

g0(X0)g1(X1) · · · gn(Xn), ∀n ⩾ 0，其中 gi 都是有界可测的。

(2.2.7)LHS =Eµ[g0(Xm) · · · gn(Xm+n)IA]

=Eµ[g0(Xm) · · · gn(Xm+n)IA0
(X0) · · · IAm

(Xm)]

=

∫
A0

µ(dX1)

∫
A1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Am

g0(Xm)p(Xm−1, dXm)

1所有这样的集合是一个 π类，生成整个 Fm.
2根据单调类定理可得。
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×
∫

g1(Xm+1)p(Xm, dXm+1) · · ·
∫

gn(Xm+n)p(Xm+n−1, dXm+n)

=

∫
A0

µ(dX1)

∫
A1

p(X0, dX1) · · ·
∫
Am

EXm [Y ]p(Xm−1, dXm)

=Eµ[EXm [Y ] · IA] = (2.2.7)RHS

□

2.2.3 强马氏性

定义 2.2.3

♣

N 是关于 {Fn}的停时，定义：

FN = {A : A ∩ {N ⩽ n} ∈ Fn, ∀n}

θN (ω) =

{
θn(ω) , on {N = n}
whatever , on {N = +∞}

定理 2.2.4 (强马氏性)
r.v.Y : Ω → R有界，则在 {N < +∞}上有

Eµ[Y ◦ θN |FN ] = EXN
[Y ] (2.2.8)

证明 右侧是 XN 的函数，所以是 FN ‑可测的，接下来验证 ∀A ∈ FN，有

Eµ[Y ◦ θN · IA] = Eµ[EXN
[Y ]IA]

因为仅考虑 N < +∞的情况，将其拆分：

Eµ[Y ◦ θN · IA] =
∞∑

n=0

Eµ[Y ◦ θn · IA∩{N=n}
∈Fn

]

=
∞∑

n=0

Eµ[Eµ[Y ◦ θn · IA∩{N=n}|Fn]]

=
∞∑

n=0

Eµ[Eµ[Y ◦ θn|Fn]IA∩{N=n}]

=
∞∑

n=0

Eµ[EXn [Y ]IA∩{N=n}]

= Eµ[EXN
[Y ]; IA]

□
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 2.3 马氏链状态的分类

2.3.1 常返态与瞬时态

先约定一些记号：

1. k次转移概率记为 pk(x, y) = P(Xk = y|X0 = x) = Px(xk = y).
2. 随机变量 N(y) =

∑∞
n=1 IXn=y，为回到 y的总次数。

3. 规定 T 0
y = 0，

T k
y = inf{n > T k−1

y : Xn = y}, k ⩾ 1

这些都是停时，为第 k次到达 y的时刻。简记Ty = T 1
y，为首次到达时刻。对于 x ∈ S，记 ρxy = Px(Ty < +∞)，

为从 x出发、有限时间内到达 y的概率。

定义 2.3.1

♣
如果 ρyy = 1，称状态 y是常返的 (recurrent)，否则称为瞬时的 (transient)。

定义 2.3.2

♣

考虑状态空间 S 的子集 C，如果

(1). x ∈ C, ρxy > 0 ⇒ y ∈ C，称 C 封闭 (closed).
(2). x, y ∈ C ⇒ ρxy > 0，称 C 是不可约的 (irredueible).

定理 2.3.1

Px(T
k
y < +∞) = ρxyρ

k−1
yy (2.3.1)

证明 k = 1，式 (2.3.1) 显然成立，下面归纳证明 k > 1 的情况。若 k − 1 成立，则令 N = T k−1
y ，注意到

T k
y = N + Ty ◦ θN，因为：

T k
y (ω) = inf{n > N : Xn(ω) = ωn = y}

= inf{n−N > 0 : Xn(ω) = ωn = y}

= N + inf{m > 0 : Xm(ω) ◦ θN = ωn = y}

= N + Ty ◦ θN

然后我们就可以得到结论了：

Px(T
k
y < +∞) = Px(T

k
y < +∞, N < +∞)

= Px(Ty ◦ θN < +∞, N < +∞)

= Ex[I{N<+∞} · I{Ty◦θN<+∞}]

= Ex[ITy<+∞ ◦ θN · I{N<+∞}]

= Ex[ Ex[ITy<+∞ ◦ θN · I{N<+∞}|FN ] ]

= Ex[ I{N<+∞} · Ex[I{Ty<+∞}◦θN |FN
] ]

= Ex[ I{N<+∞}EXN
[I{Ty<+∞}] ] By强马氏性

= Ex[ I{N<+∞}Ey[I{Ty<+∞}] ]

= Ex[ I{N<+∞}Py(Ty < +∞) ]

= ρyy · Py(N < +∞)

第 41页



第 2章 离散时间马氏过程 2.3 马氏链状态的分类

= ρyyρxyρ
k−2
yy = ρxyρ

k−1
yy

□

推论 2.3.1

♥

如果 ρyy < 1，则 N(y)的期望有限，为

Ex[N(y)] =
ρxy

1− ρyy

证明 求和即可：

Ex[N(y)] =
∞∑
k=1

Px(N(y) ⩾ k) =
∞∑
k=1

Px(T
k
y < +∞) =

∞∑
k=1

ρxyρ
k−1
yy =

ρxy
1− ρyy

□

推论 2.3.2

♥

∀x, y ∈ S，记

Pxy =
∞∑

n=1

pn(x, y)

则

(1). ρxy > 0 ⇔ Pxy > 0.a

(2). y常返⇔ Pxy = +∞.

aPxy > 0正是 x可达 y的定义，随机过程课上没有介绍后文却用到了相关结论，出于严谨笔者将那些结论补充为这个推论。

证明 注意到
ρxy

1− ρyy
= Ex[N(y)] =

∞∑
n=1

Ex[I{Xn=y}] =
∞∑

n=1

pn(x, y) = Pxy

□

定理 2.3.2
y常返⇒ N(y) = +∞ a.s.

证明 如果 y常返，则 ∀k ⩾ 1，

Py(N(y) ⩾ k) = Py(T
k
y < +∞) = ρkyy = 1

这意味着 N(y) = +∞ a.s. □

定理 2.3.3
如果 x常返，且 ρxy > 0，则 y常返且 ρyx = 1.

证明 （反证）假设 ρyx < 1，令K = inf{k : pk(x, y) > 0}，注意到

ρxy = Px

( ∞⋃
n=1

{Xn = y}

)
所以 pK(x, y) > 0 ⇒存在一系列 y1, · · · , yK−1 使得

p(x, y1)p(y1, y2) · · · p(yK−1, y) > 0

且 y1, · · · , yK−1 6= y，因为K 是首次到达 y的时刻。考虑

p(x, y1)p(y1, y2) · · · p(yK−1, y)(1− ρyx) > 0

这说明路径 x → y1 → y2 → · · · → y ↛ x的概率不为零，这与 x常返矛盾。
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下面证明 y常返，由于 ρyx > 0，存在 L使得 pL(y, x) > 0，于是

pL+n+K(y, y) ⩾pL(y, x)pn(x, x)pK(x, y)∑
n

pL+n+K(y, y) ⩾pL(y, x)

(∑
n

pn(x, x)

)
pK(x, y) = +∞

所以 y常返。 □
注这个定理说明了两个事实：如果 x常返，则 ρxy 要么是 1，要么是 0；对于不可约的状态子集 C，里面的状态

常返/瞬时都一致，即有一个常返态则全都是常返态、有一个瞬时态则全都是瞬时态。

定理 2.3.4
C 是封闭的有限集，则 C 包含至少一个常返态。（进一步地，如果 C 不可约，则 C 中所有状态都是

常返的。）

证明 （反证）假设不成立，即 ∀y ∈ C, ρyy < 1，于是

Ex[N(y)] =
ρxy

1− ρyy
< +∞

同时又有

Ex[N(y)] =
∞∑

n=1

Ex[I{Xn=y}] =
∞∑

n=1

pn(x, y)

于是

+∞ >
∑
y∈C

Ex[N(y)] =
∑
y∈C

∞∑
n=1

pn(x, y) =
∞∑

n=1

1 = +∞

矛盾。 □

推论 2.3.3

♥

若状态空间 S 有限，对于 x ∈ S，

(1). 如果 ∃y ∈ S s.t. ρxy > 0且 ρyx = 0，则 x是瞬时的。

(2). 如果不存在 (1)中这样的 y，即 ∀y ∈ S, ρxy > 0 ⇒ ρyx > 0，则 x是常返的。

如果令 Cx = {y : ρxy > 0}，则 Cx 是不可约、封闭且有限的。

定理 2.3.5
所有常返态 R = {x : ρxx = 1}，可以将其划分为 R = tRi，每个 Ri 闭且不可约。

证明 对于每个 x ∈ R，我们令

Cx = {z ∈ R : ρxz > 0, ρzx > 0}

那么很显然，每个 Cx 都是闭且不可约的，只需要证明：对于 x, y ∈ R，要么 Cx ∩ Cy = ∅、要么 Cx = Cy，那

么定理就得证。假设 Cx ∩ Cy 6= ∅，取 z ∈ Cx ∩ Cy，则 ρxy ⩾ ρxzρzy > 0，任取 w ∈ Cy，

ρxw ⩾ ρxyρyw > 0 ⇒ w ∈ Cx

反过来也成立，这说明 Cx = Cy . □
注这个定理也表明所有马氏链都能划分为瞬时态和一系列闭、不可约的子链，每一个子链都可以视为一条新的

马氏链。
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2.3.2 进一步分类与判断 *

2.3.2.1 常返与瞬时

回顾定义 2.3.1，常返态的定义为

ρii = P(Ti < +∞|X0 = i) = P(∃n ⩾ 1, Xn = i|X0 = i) = 1

接下来，记

fij(n) = P(Tj = n|X0 = i), fij =
∞∑

n=1

fij(n)

命题 2.3.1
fij = ρij，也就是

∞∑
n=1

P(Tj = n|X0 = i) = P(∃n ⩾ 1, Xn = j|X0 = i)

证明 其实非常直观，只需要注意到事件 An = {Tj = n,X0 = i}互不相交就可以了，这是因为

An = {Xn = j,Xn−1 6= j, · · · , X1 6= j,X0 = i}

而且
∞⊔

n=1

An = {Tj < +∞, X0 = i}

然后就可以得到

LHS =
∑
n=1

P(An)

P(X0 = i)
=

P(Tj < +∞, X0 = i)

P(X0 = i)
= P(Tj < +∞|X0 = i) = RHS

□
这样我们就把 ρij 拆成了级数的形式，那么就可以通过研究级数的收敛性来判断状态是否常返了。

设生成函数：

Pij(s) =

∞∑
n=0

snpij(n), Fij(s) =

∞∑
n=0

snfij(n)

并规定 pij(0) = δij，fij(0) = 0，可以发现：

(1). fij = Fij(1).
(2). |s| < 1时，Pij(s), Fij(s) < ∞.
于是由 Abel定理3，可知 s ↗ 1时 Pij(s) → Pij(1)，Fij(s) → Fij(1).

定理 2.3.6
(1). Pii(s) = 1 + Fii(s)Pii(s).
(2). Pij(s) = Fij(s)Pjj(s), i 6= j.

证明 先来研究一下 pij(m)，对于事件 {Xm = j,X0 = i}，可以利用首达时对其拆分：

{Xm = j,X0 = i} =
m⊔
r=1

{Xm = j, Tj = r,X0 = i}

3复分析里提到过，这里还是说一下吧：如果级数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

的收敛半径为 1，且级数在 z = 1处收敛于 S，那么 f 在 z = 1有非切向极限 S.对于本课程，我们只需要考虑其沿实轴趋于 1的极限，这
当然是非切向极限。
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于是

pij(m) =
P(Xm = j,X0 = i)

P(X0 = i)

=
m∑
r=1

P(Xm = j, Tj = r|X0 = i)

=
m∑
r=1

P(Xm = j,Xr = j,Xr−1 6= j, · · · , X1 6= j|X0 = i)

=
m∑
r=1

P(Xm = j|Xr = j,Xr−1 6= j, · · · , X1 6= j,X0 = i)P(Xr = j,Xr−1 6= j, · · · , X1 6= j|X0 = i)

=
m∑
r=1

P(Xm = j|Xr = j,Xr−1 6= j, · · · , X1 6= j,X0 = i)fij(r)

回顾命题 2.1.1的 (2)和例 2.1.2的 (1)，可以得到

P(Xm = j|Xr = j,Xr−1 6= j, · · · , X1 6= j,X0 = i) = P(Xm = j|Xr = j) = pjj(m− r)

这就得到

pij(m) =
m∑
r=1

pjj(m− r)fij(r), m ⩾ 1

于是回到 Pij，

Pij(s) =

∞∑
n=1

snpij(n) + pij(0)

=
∞∑

n=1

n∑
r=1

snpjj(n− r)fij(r) + δij

=
∞∑
r=1

∞∑
n=r

snpjj(n− r)fij(r) + δij 换求和顺序

=
∞∑
r=1

∞∑
t=0

st+rpjj(t)fij(r) + δij 令 t = n− r

=

∞∑
r=0

∞∑
t=0

st+rpjj(t)fij(r) + δij 补一项 fij(0) = 0

= Pjj(s) · Fij(s) + δij

于是得证。 □

推论 2.3.4

♥

(1). j 常返⇔
∞∑

n=0

pjj(n) = +∞

(2). j 常返且 fij > 0 ⇒
∞∑

n=0

pij(n) = +∞

(3). j 瞬时，则 ∀i，
∞∑

n=0

pij(n) < +∞

进而 lim
n→∞

pij(n) = 0.
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证明 利用

Pjj(s) =
1

1− Fjj(s)
, |s| < 1

以及 Abel定理和一些处理级数的基本技巧折腾一下就能倒出来了。 □
接下来，我们引入状态的返回次数这一概念，进一步研究常返与瞬时。

定义 2.3.3

♣

对于随机过程 {Xn, n ∈ N}，我们给定条件P(X0 = i) = 1，可以定义随机变量Ni(j)，为 {X1, X2, · · · , }
中经过 j 的次数，即

Ni(j)(ω) =
∞∑

n=1

I{Xn(ω)=j}

回顾定理 2.3.1，我们用比较初等的语言再证明一遍。

命题 2.3.2

P(Ni(j) = n) =

{
1− fij , n = 0

fij(fjj)
n−1(1− fjj) , n ⩾ 1

证明 n = 0显然，对于 n ⩾ 1，

P(Ni(j) = n) =
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i,Xk1
= j, · · · , Xkn

= j,Xk 6= j for other k ⩾ 1)

=
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i) · P(Xk1 = j, · · · , Xkn = j,Xk 6= j for other k ⩾ 1|X0 = i)

=(⋆1)

后面那个很复杂的项，我们沿时间线上的 k1 切开，⩽ k1 为 A，> k1 为 B，后面的条件为 C，那么根据

P(AB|C) = P(A|BC) · P(B|C)

我们可以进一步拆分：

(⋆1) =
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i) · P(Xk1
= j,Xk ≥ j for 1 ⩽ k ⩽ k1 − 1|X0 = i)·

P(Xk2 = j, · · ·Xkn = j,Xk 6= j for other k ⩾ k1 + 1|X0 = i,Xk1 = j,Xk ≥ j for 1 ⩽ k ⩽ k1 − 1)

=(⋆2)

注意到第二项就是“i出发 k1 时首次到达 j”，也就是 fij(k1)；第三项则由马氏性，可以转化为

(⋆2) =
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i) · fij(k1) · P(Xk2
= j, · · ·Xkn

= j,Xk 6= j for other k ⩾ k1 + 1|Xk1
= j)

=(⋆3)

注意这时第三项回到了类似于 (⋆1)式的形式，我们以此类推继续沿时间线上的 k2 切开，最后得到：

(⋆3)

=
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i) · fij(k1) · fjj(k2 − k1)P(Xk3
= j, · · ·Xkn

= j,Xk 6= j for other k ⩾ k2 + 1|Xk2
= j)

= · · ·

=
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i) · fij(k1) · fjj(k2 − k1)fjj(k3 − k2) · · · fjj(kn − kn−1)P(Xk 6= j for k > kn|Xkn
= j)

=
∑

1⩽k1<k2<···<kn

P(X0 = i) · fij(k1) · fjj(k2 − k1)fjj(k3 − k2) · · · fjj(kn − kn−1)(1− fjj)
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= P(X0 = i)(1− fjj)
∑

1⩽k1<k2<···<kn

fij(k1) · fjj(k2 − k1)fjj(k3 − k2) · · · fjj(kn − kn−1)

后面这一堆求和其实就是 fijf
n−1
jj ，可以换元：t2 = k2 − k1, t3 = k3 − k2 等等，就能看出来了。

4 □
从直观上理解：注意 fij 代表从 i出发最终到达 j 的概率，n = 0即再也不到达 j，所以概率为 1 − fij；对

于 n ⩾ 1的情况，i出发经过了 j 共计 n次，首次到达为 fij，之后 j 出发返回 j 共计 n− 1次为 fn−1
jj ，最终再

也不回来为 1− fjj .
对前 n项求和得到：P(Ni(i) ⩽ n) = 1− fn+1

ii ，这就说明

P(Ni(i) < +∞) =

{
1 , fii < 1

0 , fii = 1

则 i常返⇔ P(Ni(i) = +∞)，这意味着常返态有 1的概率回到自身无穷多次。

2.3.2.2 零常返与正常返

接下来我们进一步对常返态进行分类。

定义 2.3.4

♣

对于状态 i，平均常返时间：

µi
def
= E[Ti|X0 = i] =

{ ∑∞
n=1 nfii(n) , i常返

+∞ , i瞬时

如果 i常返且 µi = +∞，称其零常返；如果 i常返且 µi < +∞，称其非零常返或正常返。

定理 2.3.7
若 i常返，则 i零常返⇔ lim

n→∞
pii(n) = 0.

这个定理的证明不要求掌握。

定义 2.3.5

♣

对于状态 i，周期：

d(i) = gcd{n ⩾ 1 : pii(n) > 0}

如果 d(i) > 1，称 i为周期的，反之为非周期的。

如果状态 i的周期为 i，说明至少存在两个互质的 u, v使得 pii(u), pii(v) > 0，因此，根据裴蜀定理，存在一

个充分大的N 使得 n > N 时，n总能写成一些 u和 v的和，即 n = k1u+k2v，进而 pii(n) ⩾ pii(u)
k1pii(v)

k2 > 0.
这个结果意味着：对于非周期的状态 i，在充分大的时刻之后，每一个时间点都有可能返回。有点欧拉筛的感觉。

定义 2.3.6

♣
对于状态 i，如果它非零常返且非周期，称其为遍历的 (aperiodic)。

2.3.3 实例：简单对称随机游走

我们一般利用推论 2.3.2来判断常返/瞬时，利用定理 2.3.7（或者直接找平稳分布，后文会介绍）来判断零常
返/正常返。
下面以简单对称随机游走为例介绍这些定理的应用，注意随机游走的各个状态之间都是相互可达的，所以

不可约，我们只需要分析原点的状态即可。

4至于 P(X0 = i)，按定义来说应该得是 1的，结果也如此，但既然如此一开始何必带着这玩意儿算呢？这里属实没搞懂。
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引理 2.3.1

♥

Stirling公式：n → ∞时，
n! ∼

√
2πn

(n
e

)n
为同阶无穷大。

例 2.3.1.

一维情形：随机过程X = (Xn)n∈N，状态空间为 Z，X0 = 0 a.s.，给定Xn状态后，Xn+1等概率地向

随机一个方向（左、右）移动一步。则 X 是一个马氏链，分析每个状态的常返性（瞬时/常返/正常返/零
常返）。

证明 考虑 2n步之后回到原点的概率：

p(2n) = 2−2n (2n)!

n!n!

由 Stirling公式，
p(2n) ∼ n− 1

2

所以
∑

p(2n)发散，但 lim
n→∞

p(2n) = 0，所以原点是零常返的，因此所有状态都是零常返的。 □

例 2.3.2.

二维情形：随机过程X = (Xn)n∈N，状态空间为 Z×Z，X0 = (0, 0) a.s.，给定Xn状态后，Xn+1等

概率地向随机一个方向（左、右、上、下）移动一步。则 X 是一个马氏链，分析每个状态的常返性（瞬

时/常返/正常返/零常返）。

证明 考虑 2n步之后回到原点的概率：

p(2n) := P(X2n = (0, 0)) = 4−2n
n∑

m=0

(2n)!

m!m!(n−m)!(n−m)!
= 4−2n (2n)!

n!n!

n∑
m=0

n!

m!(n−m)!
· n!

m!(n−m)!

这里要用到一个组合的技巧，设 (1 + x)2n 中 xn 的系数为 Cn，直接展开得到

Cn =

(
2n

n

)
=

(2n)!

n!n!

另一方面，拆分成 (1 + x)n · (1 + x)n，设 (1 + x)n 中 xm 的系数是 Bm，

Cn =
n∑

m=0

Bm ·Bn−m =
n∑

m=0

(
n

m

)
·
(

n

n−m

)
=

n∑
m=0

n!

m!(n−m)!
· n!

m!(n−m)!

这就说明

p(2n) = 4−2n

(
(2n)!

n!n!

)2

借助 Stirling公式，可得

p(2n) ∼ 1

n
42n

所以
∞∑

n=0

p(2n) = +∞, lim
n→∞

p(2n) = 0

所以原点是零常返的，从而所有状态都是零常返的。 □
从另一个角度看，一、二维的随机游走是不可能存在平稳分布的，所以如果常返则肯定是零常返的，但三维

情形下是瞬时的。
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例 2.3.3.

三维情形：随机过程 X = (Xn)n∈N，状态空间为 Z3，X0 = (0, 0, 0) a.s.，给定 Xn状态后，Xn+1等

概率地向随机一个方向（前、后、左、右、上、下）移动一步。则 X 是一个马氏链，分析每个状态的常

返性（瞬时/常返/正常返/零常返）。

证明 考虑 2n步之后回到原点的概率：

p(2n) = 6−2n
∑

i+j+k=n

(2n)!

i!i!j!j!k!k!
= 2−2n (2n)!

n!n!

∑
i+j+k=n

(
3−n n!

i!j!k!

)2

考虑

3n = (1 + 1 + 1)n =
∑

i+j+k=n

n!

i!j!k!

所以

p(2n) ⩽ 2−2n (2n)!

n!n!
max

i+j+k=n
3−n n!

i!j!k!

根据 Stirling公式，

2−2n (2n)!

n!n!
∼ 1√

n

下证：

αi,j,k = 3−n n!

i!j!k!
, max
i+j+k=n

αi,j,k ∼ n−1

事实上，

(1). 如果 max
i+j+k=n

αi,j,k = αi′,j′,k′，则 i′, j′, k′ ∈ {[n3 ], [
n
3 ] + 1}；

(2). 由 Stirling公式，

αi,j,k ∼ 3−n nn

i′i
′
j′j

′
k′k

′

√
n

i′j′k′
· 1

2π

(3).

i′
i′
j′

j′
k′

k′

∼
((n

3

)n
3

)3

=
(n
3

)n
i′j′k′ ∼ n3

从而

αi′,j′,k′ ∼ 3−n · nn(
n
3

)n ·
√

n

n3
· 1

2π
∼ n−1

因此，n充分大时

p(2n) ⩽ Cn− 3
2

所以
∑

p(2n)收敛，这说明原点是瞬时态，从而所有状态都是瞬时态。 □
直观上来看这是一个很有趣的事实，醉汉在地面上随机游走总能回家，但喝醉的小鸟在空中“随机游走”就

回不了家。
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 2.4 平稳测度与平稳分布

2.4.1 基本定义

定义 2.4.1

♣

测度 µ如果满足： ∑
x

µ(x)p(x, y) = µ(y)

则称之为平稳测度。

进一步地，如果 µ是概率测度，则称之为平稳分布；如果 µ满足：

µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x)

则称之为可逆测度。

定理 2.4.1
µ是平稳分布，且X0的分布也是 µ，令 Ym = Xn−m,−∞ < m ⩽ n，则 {Ym,−∞ < m ⩽ n}是马氏

链，转移概率 q(x, y) = µ(y)p(y, x)/µ(x).
进一步地，如果 µ是可逆测度，则 p = q.

证明 Y 是“倒过来”的 X，利用贝叶斯公式翻转一下：

q(x, y) = P(Ym+1 = y|Ym = x)

= P(Xn−m−1 = y|Xn−m = x)

=
P(Xn−m = x|Xn−m−1 = y)P(Xn−m−1 = y)

P(Xn−m = x)
=

µ(y)p(y, x)

µ(x)

□

2.4.2 平稳测度的存在唯一性

定理 2.4.2 (存在性)
x常返，Tx = inf{m ⩾ 1 : Xm = x}，则定义

µx(y)
def
= Ex

[
Tx−1∑
n=0

I{Xn=y}

]
= Ex

[ ∞∑
n=0

I{Xn=y,Tx>n}

]
=

∞∑
n=0

Px(Xn = y, Tx > n)

证明：(µx(y), y ∈ S)是一个平稳测度。

证明 首先，如果考虑 X0 = x，则返回 x前只会经过 x一次，即初始状态的一次：

µx(x) = Ex

[
Tx−1∑
n=0

I{Xn=x}

]
= Ex[I{X0=x}] = 1

我们的目标是要证明：

µx(z) =
∑
y∈S

µx(y)p(y, z), ∀z ∈ S (⋆1)

注意到

Px(Xn = y,Xn+1 = z, Tx > n) = Ex[I{Xn=y,Tx>n}I{Xn+1=z}]

= Ex[Ex[I{Xn=y,Tx>n}I{Xn+1=z}|Fn]]

= Ex[I{Xn=y,Tx>n}Ex[I{Xn+1=z}|Fn]]
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= Ex[I{Xn=y,Tx>n}EXn
[I{X1=z}]]

= Ex[I{Xn=y,Tx>n}p(Xn, z)]

= Px(Xn = y, Tx > n)p(y, z)

所以

(⋆1)RHS =
∑
y∈S

∞∑
n=0

Px(Xn = y, Tx > n)p(y, z)

=
∞∑

n=0

∑
y∈S

Px(Xn = y,Xn+1 = z, Tx > n)

=
∞∑

n=0

Px(Xn+1 = z, Tx > n)

如果 z 6= x，则
∞∑

n=0

Px(Xn+1 = z, Tx > n) =
∞∑

n=0

Px(Xn+1 = z, Tx > n+ 1) = µx(z)

如果 z = x，则
∞∑

n=0

Px(Xn+1 = z, Tx > n) = Px(T < +∞) = 1 = µx(x)

得证。 □
上述定理表明，只要马氏链中存在常返态，则能构造出平稳测度。

定理 2.4.3 (唯一性)
如果马氏链 X 不可约、常返，则其平稳测度在相差常数倍意义下唯一。

证明 取 a ∈ S，由定理 2.4.2，{µa(y)}是一个平稳测度，假设 {v(y)}是另一个平稳测度，我们希望证明：存在
常数 c > 0使得 v(y) = cµa(y).
一方面，根据平稳测度的性质，我们得到

v(z) =
∑
y∈S

v(y)p(y, z)

= v(a)p(a, z) +
∑
y ̸=a

v(y)p(y, z) (⋆)

把上式求和中的 v(y)拆开，得到

v(z) = v(a)p(a, z) +
∑
y ̸=a

v(a)p(a, y) +∑
x ̸=a

v(x)p(x, y)

 p(y, z)

= v(a)p(a, z) +
∑
y ̸=a

v(a)p(a, y)p(y, z) +
∑
y ̸=a

∑
x ̸=a

v(x)p(x, y)p(y, z)

= v(a)Pa(X1 = z) + v(a)
∑
y ̸=a

Pa(X1 = y,X2 = z) +
∑
y ̸=a

∑
x ̸=a

v(x)p(x, y)p(y, z)

= v(a)Pa(X1 = z) + v(a)Pa(X1 6= a,X2 = z) +
∑
y ̸=a

∑
x ̸=a

v(x)p(x, y)p(y, z)

再按照 (⋆)式把最后那一项里的 v(x)拆开，

v(z) =v(a)Pa(X1 = z) + v(a)Pa(X1 6= a,X2 = z) +
∑
y ̸=a

∑
x ̸=a

v(a)p(a, x) + ∑
w ̸=a

v(w)p(w, x)

 p(x, y)p(y, z)

=v(a)Pa(X1 = z) + v(a)Pa(X1 6= a,X2 = z) + v(a)Pa(X1 6= a,X2 6= a,X3 = z)+
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y ̸=a

∑
x ̸=a

∑
w ̸=a

v(w)p(w, x)p(x, y)p(y, z)

以此类推，把最后一项放缩到 0，我们最终得到

v(z) ⩾ v(a)Pa(X1 = z) + v(a)Pa(X1 6= a,X2 = z) + · · ·+ v(a)Pa(Xk 6= a, 1 ⩽ k < n,Xn = z) + · · ·

= v(a)
∞∑

n=1

Pa(Xk 6= a, 1 ⩽ k < n,Xn = z)

= v(a)
∞∑

n=1

Pa(Ta > n,Xn = z)

= v(a)µa(z)

另一方面，考虑

v(a) =
∑
x∈S

v(x)pn(x, a)

⩾
∑
x∈S

v(a)µa(x)p
n(x, a)

= v(a)
∑
x∈S

µa(x)p
n(x, a)

= v(a)µa(a) = v(a)

所以我们得到

v(z) = v(a)µa(z)

□

2.4.3 平稳分布的性质

定理 2.4.4
如果马氏链有平稳分布 π，则 π(y) > 0 ⇒ y常返。

证明 平稳分布满足

πPn = π

所以 ∑
x∈S

π(x)pn(x, y) = π(y) > 0

从而
∞∑

n=1

∑
x∈S

π(x)pn(x, y) =
∞∑

n=1

π(y) = +∞

假设 y瞬时，ρyy < 1，则由推论 2.3.2可知，
∞∑

n=1

pn(x, y) =
ρxy

1− ρyy

所以
∞∑

n=1

∑
x∈S

π(x)pn(x, y) =
∑
x∈S

π(x)
ρxy

1− ρyy
< +∞

这就矛盾。 □
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定理 2.4.5
如果不可约马氏链有平稳分布 π，则 ∀π(x) > 0，进一步地，

π(x) =
1

Ex[Tx]

其中 Tx = min{n ⩾ 1 : Xn = x}.

证明 假设存在某个 π(y) = 0，

π(y) =
∑
x∈S

π(x)pn(x, y) = 0

不可约所以 ρxy > 0，从而
∞∑

n=1

pn(x, y) > 0

于是存在某个 N 使得 pN (x, y) > 0，这就和

π(y) =
∑
x∈S

π(x)pN (x, y) = 0

矛盾。

任取一个 x，考虑平稳测度 µx，存在常数 c使得 µx(y) = cπ(y)，于是∑
y∈S

µx(y) = c

同时， ∑
y∈S

µx(y) =

∞∑
n=0

∑
y∈S

Px(Xn = y, Tx > n) =

∞∑
n=0

Px(Tx > n) = Ex[Tx]

所以

c = Ex[Tx] =
µx(y)

π(y)

取 x = y得证。 □

定义 2.4.2

♣
Ex[Tx]称为平均返回时间，如果有限，则称 x正常返，否则称为零常返。

定理 2.4.6
对于不可约马氏链，以下说法等价：

(1). 存在正常返态；
(2). 存在平稳分布；
(3). 所有的状态都正常返。

证明 只说明一下 (1) ⇒ (2)：考虑平稳测度 µx，∑
y∈S

µx(y) =
∞∑

n=0

∑
y∈S

Px(Xn = y, Tx > n) = Ex[Tx] < +∞

和有限，则取

v(y) =
µx(y)

Ex[Tx]

就是平稳分布。 □
这个定理告诉我们，不可约、常返马氏链中的状态要么都是正常返的，要么都是零常返的，而且如果存在平

稳分布，就是正常返的。
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2.4.4 利用平稳分布判断状态 *

本节来自应随课程，大部分都是重复内容，没有补充太多新东西，可直接跳过。

可以按照以下步骤来构造一个平稳测度/分布：
1. 取一个不可约、常返的马氏链 X = {Xn, n ∈ N}，状态空间为 S，转移矩阵为 P.
2. 定义首达时 Tk，注意 k常返所以 P(Tk < +∞|X0 = k) = 1.
3. 给定条件 X0 = k的情况下，定义

Nk,i(ω)
def
=

Tk∑
n=1

I{Xn=i}

为从 k出发回到 k前经过 i的次数。

4. P(Nk,k = 1) = 1，Tk(ω) =
∑

i∈S Nk,i(ω).
5. 注意到

Nk,i(ω) =
∞∑

n=1

I{Xn=i,Tk⩾n}

6. 定义 ρi(k) = E[Nk,i|X0 = k]，则

ρi(k) =
∞∑

n=1

P(Xn = i, Tk ⩾ n|X0 = k)

7. 由 4，得到
µk = E[Tk|X0 = k] =

∑
i∈S

E[Nk,i|X0 = k] =
∑
i∈S

ρi(k)

8. 行向量 ρ(k) = (ρi(k), i ∈ S)就是一个平稳测度，如果 µk < +∞，π = (ρi(k)/µk, i ∈ S)就是一个平稳分

布。

我们可以利用平稳分布的存在性判断不可约马氏链是否非零常返。

定理 2.4.7
对于不可约马氏链，其存在平稳分布的充要条件为所有状态为非零常返的。此时 πi = µ−1

i ，也是唯

一的。

该定理提供了一个判断不可约马氏链是否（非零）常返的方法，以及通过平均返回时间求平稳分布的方法。

那么，无法验证平稳分布存在性的情况下，如何判断不可约马氏链是否常返呢？

定理 2.4.8
对于不可约马氏链 X，X 瞬时⇔ ∃s ∈ S, ∃{yj , j 6= s}满足

∀j, |yj | ⩽ 1; ∃j′, |yj′ | > 0

并使得

yi =
∑
j ̸=s

pijyj , i 6= s

定理 2.4.8提供了不可约马氏链常返的充要条件：方程

yi =
∑
j ̸=s

pijyj , i 6= s

的有界解都是 0.
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定理 2.4.9
不可约马氏链 X，S = N，若存在 s /∈ S, {yj , j 6= s}使得

yi ⩾
∑
j ̸=s

pijyj , i 6= s

且 i → +∞时 yi → +∞，则 X 常返。

最后是一个实际应用的例子。

例 2.4.1. 带边界的随机游走

状态空间 S = N，转移矩阵形如：

0 1 2 3 · · ·
0 q p 0 0

1 q 0 p 0

2 0 q 0 p

3 0 0 q 0
...

即向左走概率为 q，向右走概率为 p，p+ q = 1，但是在 0向左走会被挡住，只能停留。证明这个马

氏链是不可约的，分析其常返/瞬时的条件。

解答：显然每个状态之间都是相互可达的，所以 X 是不可约的。解方程 π = πP 可得 πj = rj(1 − r)，其中

r = p/q，因此 r < 1时，X 存在平稳分布 π，进而是非零常返的；r > 1时，取 s = 0，yj = 1− r−j，可以判断

X 是瞬时的；r = 1时，取 s = 0, yj = j，由定理 2.4.9知 X 是零常返的。

相关：??

2.4.5 极限定理 *

本节来自应随课程，讨论了平稳分布与 lim
n→∞

pij(n)之间的关系。

定理 2.4.10
马氏链 X 是不可约、非周期的，则

lim
n→∞

pij(n) =
1

µj
, ∀i, j

证明 如果 X 是瞬时的，则由推论 2.3.4(3)立即得证。下面只考虑 X 是常返的。

我们采用“耦合方法”：取马氏链 Y = {Yn, n ∈ N}，其满足 Y 与 X 独立，并且状态空间、转移矩阵和 X

都相同，取 Z = {Zn = (Xn, Yn)}，为一个新的马氏链，称为 X 的耦合链。很容易得到其转移概率为：

p(i,j),(k,l) = P(X1 = k, Y1 = l|X0 = i, Y0 = j) = P(X1 = k|X0 = i)P(Y1 = l, Y0 = j) = pikpjl

因为X 不可约、非周期，故 ∀i, j, k, l，在 n充分大时，∀n有 pik(n), pjl(n) > 0，这说明 Z 也是不可约、非周期

的。

先考虑 X 非零常返，此时 X 存在平稳分布 π，那么

v = (vij = πiπj , (i, j) ∈ S × S)

就是 Z 的平稳分布，从而 Z 也是非零常返的。

lim
n→∞

|pik(n)− pik(n)| = 0, ∀i, j, k Claim 1
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现在，考虑 πPn = Pn，可得

πk =
∑
i∈S

πipik(n)

于是

πk − pjk(n) =
∑
i∈S

πipik(n)−
∑
i∈S

πipjk(n) =
∑
i∈S

πi(pik(n)− pjk(n)) = (⋆1)

任取 S 的有限子集 F，因为 ∀πi, pij(n) ∈ [0, 1]，所以

(⋆1) =
∑
i∈F

πi(pik(n)− pjk(n)) +
∑
i/∈F

πi(pik(n)− pjk(n))

⩽
∑
i∈F

(pik(n)− pjk(n)) +
∑
i/∈F

πi

根据 Claim 1，有限和是趋于 0的，再令 F ↗ S，即可得 πk − pjk(n) → 0.
再考虑 X 零常返，此时只需证明 pij(n) → 0即可。仍然考虑耦合链 Z，

1. 如果 Z 瞬时，有推论 2.3.4即可得证。
2. 如果 Z 非零常返，考虑首达时：

TZ
ii = min{n ⩾ 1 : Zn = (i, i)}

Ti = min{n ⩾ 1 : Xn = i}

Z 非零常返而 X 零常返，故

E[TZ
ii |Z0 = (i, i)] < +∞, E[Ti|Z0 = (i, i)] = E[Ti|X0 = i] = +∞

但是 Ti ⩽ TZ
ii a.s.，导致矛盾。

3. 如果 Z 零常返，Claim 1同样成立（下文中 Claim 1的证明中只用到了 Z 常返的条件，与是否“零”常返

无关）。假设“ lim
n→∞

pij(n) = 0, ∀i, j”不成立，则

∀i, j, ∃{nr}∞r=1, αj s.t. lim
r→∞

pij(nr) = αj Claim 3

其中 αj 不全为零、与 i的选取无关，nr 与 i, j的选取无关。于是令行向量 α = (αj , j ∈ S)，那么任取有限

集 F ⊂ S， ∑
j∈F

αj = lim
r→∞

∑
j∈F

pij(nr) ⩽ 1

再令 F ↗ S 即可得 0 <
∑

αj ⩽ 1. ∑
k∈S

αkpkj = αj , ∀j ∈ S Claim 4

这说明我们找到了 X 的平稳分布，这与 X 零常返矛盾。

Claim 1的证明：假设 X0 = i, Y0 = j, Z0 = (i, j)，选定 s ∈ S，设

T = min{n ⩾ 1 : Zn = (s, s)}

由于 Z 不可约、常返，根据题目 2.20，P(T < +∞) = f(i,j),(s,s) = 1，于是 P(T > n) → 0.

P(Xn ⩽ x|T < n) = P(Yn ⩽ x|T < n), ∀x Claim 2

现在，

pik(n) = P(Xn = k)

= P(Xn = k, T < n) + P(Xn = k, T ⩾ n)

= P(Yn = k, T < n) + P(Xn = k, T ⩾ n)

⩽ P(Yn = k) + P(T ⩾ n) = pjk(n) + P(T ⩾ n)

交换 i, j 位置可得 |pik(n)− pjk(n)| ⩽ P(T ⩾ n) → 0.
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Claim 2的证明：实际上就是“给定 T ⩽ n”条件下Xn+1和 Yn+1分布相同。老师是用初等方法证明的，太

复杂所以我不想抄了。不过用测度论的语言就很好理解。回顾定义 2.1.4，我们取滤流

Fn = σ(X0, · · · , Xn, Y0, · · · , Yn)

就有 Xn, Yn ∈ Fn，所以

P(Xn+1 ∈ B|Fn) = p(Xn, B)

当然对 Y 也成立。同时，我们也能得到多步转移概率：

P(Xn+1 ∈ B|Fm) = pn+1−m(Xm, B), ∀m ⩽ n

这说明给定m时刻之前的信息，Xn+1 的分布只取决于 Xm. T 是 Z 的停时，同时

{T ⩽ n} =
n⊔

m=1

{T = m} =
n⊔

m=1

{(X1, Y1) 6= (i, i), · · · , (Xm−1, Ym−1) 6= (i, i), Xm = Ym = i}
⊂Fm

所以

P(Xn+1 ∈ B, T ⩽ n) =
n∑

m=1

P(Xn+1 ∈ B, (X1, Y1) 6= (i, i), · · · , (Xm−1, Ym−1) 6= (i, i), Xm = Ym = i)

=
n∑

m=1

P(Xn+1 ∈ B|(X1, Y1) 6= (i, i), · · · , (Xm−1, Ym−1) 6= (i, i), Xm = Ym = i) · P(T = m)

=
n∑

m=1

pn+1−m(i, B) · P(T = m)

最后式子只与 B 有关，考虑 Y 则会得到相同的结果，所以二者同分布。

Claim 3的证明：

Claim 4的证明：
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□
这个定理表明，如果 X 是不可约、非零常返、非周期的，那 pij(n) → πj，这说明 lim

n→∞
pij(n)与初始状态

X0 的分布无关，即

P(Xn = j) =
∑
i∈S

P(X0 = i) · pij(n) →
1

µj

其现实意义是：即使不知道初始状态，经过足够长的时间之后，我们能够近似地预测此时落在某个的状态的概

率。或者说，有多个独立样本参与了随机过程，经过足够长的时间之后，会发现每个状态处的样本数量趋近于稳

定，这便是平稳分布。

即使不给定不可约的条件，也有相关的结论。

定理 2.4.11
对于马氏链 X，其任意非周期状态 j 都有

lim
n→∞

pjj(n) =
1

µj

lim
n→∞

fij
µj

, i 6= j

推论 2.4.1

♥

令

τij(n) =
1

n

n∑
m=1

pij(m)

若 j 非周期，则

lim
n→∞

τij(n) =
fij
µj

了解即可，不要求掌握证明。
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 2.5 终止分布问题 (Exit Distributions)*

本小节内，对于状态空间 S 的子集 A，我们记

VA = inf{n ⩾ 0 : Xn ∈ A}, TA = inf{n ⩾ 1 : Xn ∈ A}

本节讨论的是系统离开/进入某些状态时的分布。

定理 2.5.1
马氏链 X = {Xn, n ⩾ 0}状态空间为 S，A,B ⊂ S 满足 C = S − (A ∪B)有限，如果：

(1). h(A) = 1，h(B) = 0.
(2). 对于 ∀x ∈ C 满足

h(x) =
∑
y∈S

pxyh(y)

(3). P(VA ∧ VB < +∞|X0 = x) > 0, ∀x ∈ C

则 h(x) = P(VA ∧ VB < +∞|X0 = x).

这个定理用来计算“从 x出发，进入 B 之前，能够进入 A的概率”。

例 2.5.1.

甲有 x元，乙有 N − x元，两人玩公平的游戏，每轮游戏的败者需给胜者 1元，直到某人输光为止。

求甲最终能够获胜（即乙输光）的概率。

解答：马氏链 X = {Xn, n ⩾ 0}，Xn 代表了玩了 n轮游戏之后，甲拥有的钱数。状态空间 S = {0, 1, · · · , N}，
A = {N}，B = {0}，此题目即求

h(x) = P(VA < VB |X0 = x)

那么可知，h(x)需满足：

(1). h(0) = 0.
(2). h(N) = 1.
(3). h(x) = 1

2h(x− 1) + 1
2h(x+ 1), x 6= 0, N .

可解得

h(x) =
x

N

例 2.5.2.

马氏链 X = {Xn, n ⩾ 0}，状态空间 S = {1, 2, · · · , 7}，转移矩阵为

1 2 3 4 5 6 7

1 0.7 0.3

2 0.1 0.2 0.3 0.4

3 0.5 0.3 0.2

4 0.5 0.5

5 0.6 0.4

6 0.2 .8

7 1
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分析每个状态（瞬时/正常返/零常返、周期、平均返回时间），并对每个 i, j ∈ S 求出

lim
n→∞

pij(n)

解答：首先对马氏链进行划分，分析状态之间的可达性，可知 T = {2, 3}为瞬时态，A = {1, 5}和 B = {4, 6, 7}
为两条常返、不可约、闭的子链；两条子链的状态空间 A,B 都有限，所以正常返；状态 2, 3, 4, 5, 6可以停留在

自身，所以周期为 1，再根据 1, 5和 6, 7相互可达可知所有的状态周期都为 1.
然后我们来求平均返回时间，注意到 4, 5瞬时所以 µ4 = µ5 = +∞，子链 A的平稳分布 (π1, π5)需满足：

(π1, π5)

(
0.7 0.3

0.6 0.4

)
= (π1, π5), π1 + π5 = 1

可解得 π1 = 1
3 , π5 = 2

3，同理可解得子链 B 的平稳分布：π4 = 8
17 , π6 = 5

17 , π7 = 4
17 . 取倒数就得到平均返回时

间。

最后我们来分析 pij(n)的极限。注意到首先 i不可达 j时极限为 0，i, j属于同一条子链时极限为 πj，i, j都

瞬时时极限为 0，所以目前我们可以得到的是：

P∞ =

1 2 3 4 5 6 7

1 π1 0 0 0 π5 0 0

2 ? 0 0 ? ? ? ?

3 ? 0 0 ? ? ? ?

4 0 0 0 π4 0 π6 π7

5 π1 0 0 0 π5 0 0

6 0 0 0 π4 0 π6 π7

7 0 0 0 π4 0 π6 π7

我们先来分析 lim
n→∞

p21(n)，它代表的含义是：“从状态 2出发，在进入 B 之前先进入了子链 A”，“然后停留在

A中的状态 1”。前者为 P(VA < VB |X0 = 2)，后者为 π1，两者相乘即得到答案。其余 ?处的值的计算同理：

lim
n→∞

pij(n) = P(VA < VB |X0 = i) · πj , i ∈ T, j ∈ A

相似题目：题目 2.21.

定理 2.5.2
设 C = S −A有限，

(1). g(A) = 0.
(2). ∀x ∈ C，有

g(x) = 1 +
∑
y∈S

pxyg(y)

(3). P(VA < +∞|X0 = x) > 0, ∀x ∈ C.
则 g(x) = E[VA|X0 = x].

证明 见题目 2.10. □
这个定理用来计算：从 x出发，直到首次进入 A的时间的期望。

题目 2.2. 应随第七次作业 1.

平均需要抛多少次硬币，才能连续抛出两次正面？

解答：记 Yn 为第 n抛硬币的正反，正记作 1，反记作 0，令 Xn = (Yn, Yn+1), n ⩾ 1，规定 X0 = 0，则 X =

{Xn, n ⩾ 0}是一个马氏链，状态空间为：S = {0, (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0)}，分别记作 S = {0, a, b, c, d}.
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于是，考虑集合 A = {a}，g(x) = E[VA|X0 = x]需满足

(1). g(a) = 0.
(2).

g(0) = 1 +
1

4
(g(a) + g(b) + g(c) + g(d))

g(b) = 1 +
1

2
g(c) +

1

2
g(d)

g(c) = 1 +
1

2
g(a) +

1

2
g(b)

g(d) = 1 +
1

2
g(c) +

1

2
g(d)

可解得 g(0) = 5，注意 X5 = (Y5, Y6)，所以题目的最终答案应当为 6.

题目 2.3. 应随第七次作业 2.

平均需要抛多少次骰子，才能每个面都出现至少一次？

解答：思路：ξn, n ⩾ 1代表每次抛出的点数，设X = {Xn, n ⩾ 0}，其中Xn = |{ξ1, · · · , ξn}|，代表第 n次抛出

后一共出现几种不同的点数，并规定 X0 = 0，根据题目 2.5，这是一个马氏链。题目要求的就是 E0[V6]，令

g(x) = Ex[V6]

然后列方程解出 g(0)即可，最终答案为 147/10.

例 2.5.3. 应随 2020期中 3.

车站的每两趟车之间的时间间隔等概率地为 10、20、30分钟，若有一趟车正好在整点时刻到达，那
么平均需要等多久，会出现下一趟整点时刻到达的车？

解答：思路：整点、10、20、30、40、50分别记作 0, 1, 2, 3, 4, 5，记Xn为第 n趟车的到达时刻，则其状态空间

就是 S = {0, 1, 2, 3, 4, 5}，转移矩阵为：
0 1 2 3 4 5

0 0 1
3

1
3

1
3 0 0

1 0 0 1
3

1
3

1
3 0

2 0 0 0 1
3

1
3

1
3

3 1
3 0 0 0 1

3
1
3

4 1
3

1
3 0 0 0 1

3

5 1
3

1
3

1
3 0 0 0

题目要求的就是 E0[T0]，即 0的平均返回时间。不难看出平稳分布是 1
6 (1, 1, 1, 1, 1, 1)，所以答案就是 6.

接下来这道习题的后两问更是重量级。本节虽然只介绍了两个定理和其应用，但你不能只会这两个定理，比

如这道题就需要一些用到马氏性的变换，生搬硬套就做不了。希望读者能借此搞清楚这类题目的通用计算方法。
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题目 2.4. 第 7次作业 3

解答：

(a). 即求 A的平均返回时间 µA，不难解得平稳分布是：

π = (πA, πB , πC , πD, πE) = (
1

6
,
1

6
,
1

3
,
1

6
,
1

6
)

所以 µA = π−1
A = 6.

(b). 即求 A返回之前经过其他状态的平均次数，这个是我们在构造平稳测度的时候用到的玩意儿：

ρA(x) = EA

[
TA−1∑
n=0

I{Xn=x}

]
注意 ρA(A) = 1，所以以 A构造的平稳测度为

ρA = (1, 1, 2, 1, 1)

所求即为 ρA(D) = 1.
(c). 即 ρA(C) = 2.
(d). 如果从未经过 E，返回 A所需的平均时间。即

EA[TA|TA < TE ] Target of (d)

作为准备工作，首先计算 g(x) = Px[VA|VA < VE ]，得到

(g(x), x ∈ S) = (1,
3

4
,
1

2
,
1

4
, 0)

进一步计算：

PA(TA < TE) = p(A,B)PB(TA < TE) + p(A,C)PC(TA < TE)

= p(A,B)g(B) + p(A,C)g(C) =
5

8

接下来分析 f(x) = Ex[VA|VA < VE ]，对于 x 6= A,E，

f(x) = Ex[VA|VA < VE ] =
Ex[VA · I{VA<VE}]

Px(VA < VE)

=
Ex[(VA ◦ θ1 + 1) · I{VA<VE}]

Px(VA < VE)

=
Ex[(VA ◦ θ1) · I{VA<VE}]

Px(VA < VE)
+ 1

=
Ex[(VA · I{VA<VE}) ◦ θ1]

Px(VA < VE)
+ 1
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=
Ex[EX1

[VA · I{VA<VE}]]

Px(VA < VE)
+ 1

=
1

Px(VA < VE)

∑
y∈S

p(x, y)Ey[VA · I{VA<VE}]

注意给定初值 y = E 时 I{VA<VE} = 0，初值 y = A时 VA = 0，所以

f(x) =
1

Px(VA < VE)

∑
y∈{B,C,D}

p(x, y)Ey[VA · I{VA<VE}] + 1

=
1

Px(VA < VE)

∑
y∈{B,C,D}

p(x, y) · Py(VA < VE) ·
Ey[VA · I{VA<VE}]

Py(VA < VE)
+ 1

=
1

Px(VA < VE)

∑
y∈{B,C,D}

p(x, y) · Py(VA < VE) · Ey[VA|VA < VE ] + 1

=
1

g(x)

∑
y∈{B,C,D}

p(x, y) · g(y) · f(y) + 1

这个方程过于美观以至于我想单独列一个式子出来：

f(x) = 1 +
1

g(x)

∑
y∈{B,C,D}

p(x, y) · g(y) · f(y) (⋆)

代入 x = B,C,D，得到三个方程：

f(B) = 1 +
1

3
f(C)

f(C) = 1 +
3

8
f(B) +

1

8
f(D)

f(D) = 1 + f(C)

解得

f(B) =
5

3
, f(C) = 2, f(D) = 3

回头看我们的目标，和 (⋆)的推导过程类似，我们将其转化为：

EA[TA|TA < TE ] =
EA[TA · I{TA<TE}]

PA(TA < TE)

=
EA[(TA ◦ θ1 + 1) · I{TA<TE}]

PA(TA < TE)

= 1 +
EA[(TA ◦ θ1) · I{TA<TE}]

PA(TA < TE)

= 1 +
EA[(TA · I{TA<TE}) ◦ θ1]

PA(TA < TE)

= 1 +
EA[EX1 [TA · I{TA<TE}]]

PA(TA < TE)

= 1 +
1

PA(TA < TE)

∑
y∈S

p(A, y)Ey[TA · I{TA<TE}]

= 1 +
1

PA(TA < TE)

∑
y∈{B,C}

p(A, y)Ey[TA · I{TA<TE}]

= 1 +
1

PA(TA < TE)

∑
y∈{B,C}

p(A, y)Ey[VA · I{VA<VE}]

= 1 +
1

PA(TA < TE)

∑
y∈{B,C}

p(A, y)f(y)g(y) =
14

5
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(e). 如果从未经过 E，返回 A之前经过状态 D的平均次数。

EA

[
TA−1∑
n=0

I{Xn=D}

∣∣∣∣∣TA < TE

]
Target of (e)

我们先研究

h(x) = Ex

[
VA−1∑
n=0

I{Xn=D}

∣∣∣∣∣VA < VE

]
, x 6= E

并注意到 h(A) = 0，为了简化表达，令

Y =

VA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{VA<VE}

于是

h(x) =
Ex[Y ]

g(x)

当 x ∈ {B,C}时，

Ex[Y ] = Ex

[
VA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{VA<VE}

]

= Ex

[
VA∑
n=1

I{Xn=D}I{VA<VE}

]

= Ex

[(
VA−1∑
n=0

I{Xn=D}

)
◦ θ1 · I{VA<VE}

]

= Ex

[(
VA−1∑
n=0

I{Xn=D} · I{VA<VE}

)
◦ θ1

]

= Ex

[
EX1

[
VA−1∑
n=0

I{Xn=D} · I{VA<VE}

]]
= Ex [EX1 [Y ]]

=
∑
y∈S

p(x, y)Ey[Y ] =
∑

y∈{B,C,D}

p(x, y)g(y)h(y) 注意 EE [Y ] = 0

从而可得

h(x) =
1

g(x)

∑
y∈{B,C,D}

p(x, y)g(y)h(y), x ∈ {B,C} (⋆1)

而当 x = D时，情况稍有不同：

ED[Y ] = ED

[
VA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{VA<VE}

]

= ED

[(
VA∑
n=1

I{Xn=D} + 1

)
I{VA<VE}

]
= ED[Y ◦ θ1] + g(D)

从而

h(D) = 1 +
1

g(D)

∑
y∈{B,C,D}

p(D, y)g(y)h(y) (⋆2)

联立 (⋆1)(⋆2)可解得

h(B) =
1

18
, h(C) =

1

6
, h(D) =

7

6
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那么回到我们的目标，进行类似的变换：

EA

[
TA−1∑
n=0

I{Xn=D}

∣∣∣∣∣TA < TE

]
=

1

PA(TA < TE)
EA

[
TA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{TA<TE}

]

=
1

PA(TA < TE)
EA

[
EX1

[
TA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{TA<TE}

]]

=
1

PA(TA < TE)

∑
y∈{B,C}

p(A, y)Ey

[
VA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{VA<TE}

]

=
1

PA(TA < TE)

∑
y∈{B,C}

p(A, y)Ey

[
VA−1∑
n=0

I{Xn=D}I{VA<VE}

]

=
1

PA(TA < TE)

∑
y∈{B,C}

p(A, y)g(y)h(y)

=
8

5
(
3

8
h(B) +

1

4
h(C)) =

1

10

第 65页



第 2章 离散时间马氏过程 2.6 习题

 2.6 习题

2.6.1 研随第四次作业

题目 2.5. Durrett(Exercise 5.1.1)

ξ1, ξ2, · · · 独立同分布，且在 {1, 2, · · · , N}上均匀取值，证明Xn = |{ξ1, · · · , ξn}|是马氏链，计算其
一步转移概率。

题目 2.6. Durrett(Exercise 5.1.3)

ξ1, ξ2, · · · 独立同分布，且在 {H,T}上取值，每个取值概率均为 1/2，证明 Xn = (ξn, ξn+1)为马氏

链，计算其一步和两步转移概率 p、p2.

这俩题没啥意思，就跳过了。

补充一个结论：对于马氏链 Xn，如果

P

( ∞⋃
m=n+1

{Xm ∈ Bm}|Xn

)
⩾ δ > 0 on {Xn ∈ An}

则

P({Xn ∈ An i.o.} − {Xn ∈ Bn i.o.}) = 0

然后利用这个结论解决下面这道题。

题目 2.7. Durrett(Exercise 5.2.3)

状态 a若满足 Pa(X1 = a) = 1，称之为吸收态，令

D = {ω : ∃n ⩾ 1, Xn(ω) = a}

令 h(x) = Px(D)，证明：在 Dc 上 h(Xn) → 0 a.s.

解答：需要用到 Levy 0‑1律。

题目 2.8. Durrett(Exercise 5.2.5)

证明：
n∑

m=0

Px(Xm = x) ⩾
n+k∑
m=k

Px(Xm = x)

解答：令 T k = inf{i ⩾ k : Xi = x}，那么

Px(Xm = x) =
m∑

j=k

P(Xm = x, T k = j|X0 = x)

=
m∑

j=k

P(Xm = x|T k = j,X0 = x)P(T k = j|X0 = x)

=

m∑
j=k

P(Xm = x|Xj = x)Px(T
k = j)

=
m∑

j=k

Px(Xm−j = x)Px(T
k = j)
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两边对m求和，
n+k∑
m=k

Px(Xm = x) =
n+k∑
m=k

m∑
j=k

Px(Xm−j = x)Px(T
k = j)

=
n+k∑
j=k

n+k∑
m=j

Px(Xm−j = x)Px(T
k = j)

=
n+k∑
j=k

Px(T
k = j)

n−j+k∑
m=0

Px(Xm = x)

⩽
n+k∑
j=k

Px(T
k = j)

n∑
m=0

Px(Xm = x)

= Px(T
k ⩽ n+ k)

n∑
m=0

Px(Xm = x)

⩽
n∑

m=0

Px(Xm = x)

题目 2.9. Durrett(Exercise 5.2.8)

Xn 为马氏链，S = {0, 1, · · · , N}，假设 Xn 是一个鞅，令

Vx = min{n ⩾ 0 : Xn = x}

设 Px(V0 ∧ VN < +∞) > 0对于 ∀x成立，证明：

Px(VN < V0) =
x

N

解答：考虑鞅 Xn∧V0∧VN
，根据其收敛性，可得

Ex[X0∧V0∧VN
] = Ex[X+∞∧V0∧VN

]

即

x = Ex[XV0∧VN
] = N · P(VN < V0)

于是得证。

题目 2.10. Durrett(Exercise 5.2.11)

令 VA = inf{n ⩾ 0 : Xn ∈ A}，
(1). 设 g(x) = Ex[VA]，假设 S −A是有限集，且 ∀x ∈ S −A，Px(VA < +∞) > 0，证明：

g(x) = 1 +
∑
y∈S

p(x, y)g(y), ∀x /∈ A (⋆)

(2). 证明：如果 g满足 (⋆)，则 g(X(n ∧ VA)) + n ∧ VA 是一个鞅。

(3). 证明：如果 g满足 (⋆)，且对于 ∀x ∈ A都有 g(x) = 0，则 g(x) = Ex[TA].

解答：这个题的结论十分有用，可以用来计算首达时的期望，在应随部分有进一步介绍。

(1). 设 x0 /∈ A，给定 X0 = x的条件下，

VA(ω) = inf{n ⩾ 0 : Xn(ω) = ωn ∈ A}

= inf{n ⩾ 1 : Xn(ω) = ωn ∈ A}
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= 1 + inf{n ⩾ 0 : Xn+1(ω) = ωn+1 = Xn ◦ θ1(ω) ∈ A}

= 1 + VA ◦ θ1(ω)

于是

g(x) = Ex[VA] = Ex[1 + VA ◦ θ1]

= 1 + Ex[VA ◦ θ1]

= 1 + Ex[Ex[VA ◦ θ1|F1]]

= 1 + Ex[EX1
[VA]]

= 1 + Ex[g(X1)]

= 1 +
∑
y∈S

Ex[g(y)I{X1=y}]

= 1 +
∑
y∈S

p(x, y)g(y)

(2). 由 (1).的证明过程，可知 (⋆)式就是 g(x) = 1 + Ex[g(X1)]，

E[g(X(n+1)∧VA
)|Fn] = E[g(Xn+1)I{VA⩾n+1}|Fn] + E[g(XVA

)I{VA⩽n}|Fn]

= E[g(Xn+1)|Fn]I{VA⩾n+1} +

n∑
k=0

E[g(Xk)I{VA=k}Fn]

= E[g(X1) ◦ θn|Fn]I{VA⩾n+1} +
n∑

k=0

g(Xk)I{VA=k}

= EXn
[g(X1)]I{VA⩾n+1} + g(XVA

)I{VA⩽n}

= (g(Xn)− 1)I{VA⩾n+1} + g(XVA
)I{VA⩽n}

= g(Xn∧VA
)− I{VA⩾n+1}

从而

E[g(X(n+1)∧VA
)− (n+ 1) ∧ VA|Fn] = g(Xn∧VA

)− I{VA⩾n+1} − (n+ 1)I{VA⩾n+1} − VAI{VA⩽n}

= g(Xn∧VA
)− nI{VA⩾n+1} − VAI{VA⩽n}

= g(Xn∧VA
)− n ∧ VA

(3). 注意 XVA
∈ A ⇒ g(XVA

) = 0，又根据 (2)中构造的鞅的收敛性，可得

g(x) = Ex[g(X0)] = Ex[g(XVA
) + VA] = EX [VA]

题目 2.11. Durrett(Exercise 5.3.1)

假设 y是常返的，对于 k ⩾ 0，令 Rk = T k
y，为第 k次返回 y，对于 k ⩾ 1，令 rk = Rk −Rk−1，为

第 k次返回时间。利用强马氏性证明：在概率测度 Py 下，随机向量 vk = (rk, XRk−1
, · · · , XRk−1

), k ⩾ 1

是独立同分布的。

解答：太复杂，偷个懒吧，贴一个学长写的答案：
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题目 2.12. Durrett(Exercise 5.3.3)

证明 Ehrenfest chain（例 2.1.1）中的所有状态都是常返的。

解答：状态空间 S = {0, 1, · · · , r}是有限、封闭的，易证所有状态相互可达，所以不可约，所以所有状态都常返。

题目 2.13. Durrett(Exercise 5.3.7)

如果 f 满足

f(x) ⩾
∑
y

p(x, y)f(y)

则称其为“上调和的”(superharmonic)，等价于 f(Xn)为上鞅。

假设 p不可约，证明 p常返当且仅当任意非负上调和函数 f 都是常数。

解答：
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2.6.2 研随第五次作业

题目 2.14. Durrett(Exercise 5.5.2)

设 wxy = Px(Ty < Tx)，证明 µx(y) = wxy/wyx.

解答：

题目 2.15. Durrett(Exercise 5.5.3)

证明：如果 p不可约、常返，则

µx(y)µy(z) = µx(z)

解答：平稳测度相差常数倍，所以 µx(z) =
µx(y)
µy(y)

µy(z) = µx(y)µy(z).

题目 2.16. Durrett(Exercise 5.5.4)

证明：如果 p不可约、正常返，则 Ex[Ty] < +∞, ∀x, y

解答：

题目 2.17. Durrett(Exercise 5.5.5)

证明：如果 p不可约，且有不是平稳分布的平稳测度 µ，即
∑

x µ(x) = +∞，则 p不是正常返的。

解答：假设 p正常返，则存在平稳分布，矛盾。
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题目 2.18. Durrett(Exercise 5.5.6)

对于简单对称随机游走，证明：

(1). 两次途径 0之间，途径状态 k的次数的期望为 1.
(2). 从 k出发，返回 0前，途径状态 k的次数的期望为 2k.

解答：简单对称随机游走是不可约、常返的，所以存在唯一平稳测度，不难发现 µ(x) = 1, ∀x就是一个平稳测
度。我们设

Tx = inf{n ⩾ 0 : Xn = x}

µx(y) = Ex

[
Tx−1∑
n=0

I{Xn=y}

]

则 µx 是一个平稳测度，注意 µx(x) = 1，所以所有的 µx ≡ 1.
(1). 即 µ0(k) = 1.
(2). 我们的目标是要证明：

Ek

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
= 2k (⋆1)

对于 k ⩾ 1，有5

1 = E0

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
= E0

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}I{X1=1}

]
k ⩾ 1，所以第一步必须向右走

= E0

[
T0∑
n=1

I{Xn=k}I{X1=1}

]

= E0

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k} ◦ θ1 · I{X1=1}

]

= E0

[
E0

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k} ◦ θ1

∣∣∣∣∣F1

]
· I{X1=1}

]

= E0

[
EX1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
I{X1=1}

]

= E0

[
E1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
I{X1=1}

]

= p(0, 1)E1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]

=
1

2
E1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
所以

E1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
= 2 (⋆2)

于是 k = 1时 (⋆1)成立，下面假设 k时 (⋆1)成立，注意到

Ek

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k}

]
= Ek+1

[
T1−1∑
n=0

I{Xn=k+1}

]
(⋆3)

5第二个等号的原因是：X0 = XT0 = 0 ̸= k，所以时刻 0‑T0 − 1中 k的次数和时刻 1‑T0 中 k的次数是相等的。
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即向右平移了一格，变为从 k + 1出发，返回 1前，途径状态 k + 1的次数的期望。而

Ek+1

[
T0−1∑
n=T1

I{Xn=k+1}

]
= Ek+1

[(
T0−1∑
n=0

I{Xn=k+1}

)
◦ θT1

]

= Ek+1

[
E

[(
T0−1∑
n=0

I{Xn=k+1}

)
◦ θT1

∣∣∣∣∣FT1

]]

= Ek+1

[
EXT1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k+1}

]]

= Ek+1

[
EX1

[
T0−1∑
n=0

I{Xn=k+1}

]]
= 2 (⋆4)

(⋆3) + (⋆4)即可得 k + 1时 (⋆1)成立，归纳得证。

注直观上看，“从 k出发，返回 0前，途径 k的次数Nk”就等于“从 k出发，返回 1前，途径 k的次数”+“从
1出发，返回 0前，途径 k 的次数”，后者我们计算出固定为 2，前者又等于“从 k − 1出发，返回 0前，途径

k − 1的次数 Nk−1”，这说明 Nk = Nk−1 + 2，结论就很直观了。

2.6.3 应随部分习题

题目 2.19. 第 4次作业 4

(1). 对于不可约、非周期马氏链的每一个状态 i, j，存在 N 使得 pij(r) > 0, ∀r ⩾ N .
(2). 假设 P是某个具有 n个状态的不可约、非周期马氏链的转移矩阵，证明存在一个函数 f，使得对于

所有的 i, j ∈ S, r > f(n)都有 pij(r) > 0.

解答：

题目 2.20. 第 4次作业 5

证明：i → j，则“从 i出发，在重新回到 i前能够到达 j”的概率大于 0。进一步地，在不可约、常

返马氏链上有 i → j，证明：fij = 1.

解答：
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题目 2.21. 第 5次作业 5

解答：
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 2.7 关于本章记号的说明

汇总一下正文部分用过的记号，目的是让读者清楚地看出哪些记号是等价的，以及有些场合下默认使用的

记号是什么含义。

1. 给定初始状态的条件期望、条件概率：

Ex(Y )
def
= E[Y |X0 = x] =

∫
Y (ω)p(X0, dω)

Px(A)
def
= P(A|X0 = x) = p(x,A) =

∫
IA(ω)p(X0, dω)

注意给定的条件可以是随机变量：

PX(A) : ω → P(A|X0 = X(ω)) = p(X(ω), A) =

∫
IA(θ)p(X0(ω), dθ)

EX [Y ] : ω → EX(ω)[Y ] =

∫
Y (θ)p(X(ω), dθ)

2. 一步、多步转移概率：
pij

def
= p(i, j) = P(X1 = j|X0 = i)

pij(n) = pn(i, j)
def
= P(Xn = j|X0 = i)

3. E默认为 (Ω,P)上对 P积分，也是 Eµ 的简化表达（特指 (Ω,Pµ)上对 Pµ 积分）。

4. 首次到达时刻：如无特殊说明，

Tx
def
= inf{n ⩾ 1 : Xn = x}, Vx

def
= inf{n ⩾ 0 : Xn = x}

还可以是集合：

TA
def
= inf{n ⩾ 1 : Xn ∈ A}, VA

def
= inf{n ⩾ 0 : Xn ∈ A}

第 k次到达时刻：

T 0
y = 0, T k

y
def
= inf{n > T k−1

y : Xn = y}

5. 途径次数：一般来说并不计入初始状态，

N(y)
def
=

∞∑
n=1

I{Xn=y}

6. 有限时间内到达概率：
fxy = ρxy

def
= Px(Ty < +∞)

7. 构造平稳测度：如无特殊说明，

ρx(y) = µx(y)
def
= Ex

[
Tx−1∑
n=0

I{Xn=y}

]
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第 3章 Poisson过程

从这一章起开始讨论连续时间的随机过程，Poisson过程是一类连续时间离散状态的随机过程。

 3.1 Poisson过程的定义

定义 3.1.1 (Poisson过程的定义)

♣

对于随机过程 N = {Nt, t ∈ R, t ⩾ 0}，若满足：
(1). 独立增量：∀t1 < s1 < t2 < s2 < · · · < tn < sn，随机变量

Ns1−t1 , Ns2−t2 , · · · , Nsn−tn

相互独立。

(2). N0 = 0，∀t < s，Ns −Nt ∼ Poisson(λ(s− t)).
则称 N 为参数/比率/速率 (rate)为 λ的泊松 (Possion)过程。

推论 3.1.1

♥

类似于马氏链的转移概率，我们可以计算出：对于 s > t,m ⩾ n，

P(Ns = m|Nt = n) = P(Ns −Nt = m− n) = e−λ(s−t) (λ(s− t))m−n

(m− n)!

倒过来也能求：

P(Nt = n|Ns = m) = Cn
m

(s
t

)n( t− s

t

)m−n

证明

P(Ns = m|Nt = n) =
P(Ns = m,Nt = n)

P(Nt = n)

=
P(Ns −Nt = m− n,Nt −N0 = n)

P(Nt = n)

=
P(Ns −Nt = m− n)P(Nt −N0 = n)

P(Nt = n)

= P(Ns −Nt = m− n) = e−λ(s−t) (λ(s− t))m−n

(m− n)!

□
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例 3.1.1.

假设进入超市中的顾客数量是一个参数为 λ的 Poisson过程，记作N = {Nt, t ⩾ 0}，已知顾客的性别
与N 独立，是男性的概率为 1/3，记Mt为时刻 t之前进入超市的男性顾客数量，求证：M = {Mt, t ⩾ 0}
是一个参数为 λ/3的 Poisson过程。

证明 Ms −Mt 只与 Ns −Nt 有关，所以继承其独立增量性。下面我们求Ms −Mt 的分布，

P(Ms −Mt = n) =
∞∑

k=n

P((s, t]时间段内进入了 k名顾客，其中有 n名男性)

=
∞∑

k=n

P((s, t]时间段内进入了 k名顾客)P(k名顾客中有 n名男性)

=
∞∑

k=n

P(Ns −Nt = k)

(
k

n

)(
1

3

)n(
2

3

)k−n

=
∞∑

k=n

e−λ(s−t) [λ(s− t)]k

k!

k!

n!(k − n)!

(
1

3

)n(
2

3

)k−n

=

(
1

3

)n

e−λ(s−t) [λ(s− t)]n

n!

∞∑
k=n

[λ(s− t)]k−n

(k − n)!

(
2

3

)k−n

=

(
1

3

)n

e−λ(s−t) [λ(s− t)]n

n!

∞∑
k=0

[λ(s− t)]k

k!

(
2

3

)k

=

(
1

3

)n

e−λ(s−t) [λ(s− t)]n

n!
e

2
3λ(s−t)

= e−
1
3λ(s−t) [

1
3λ(s− t)]n

n!

所以Ms −Mt ∼ Poisson( 13λ). □

定义 3.1.2 (复合 Poisson过程)

♣

设 N = {Nt, t ⩾ 0}是一个参数为 λ的 Poisson过程，而 Y1, · · · , Yn, · · · 是独立同分布的随机变量，
且独立于 N，定义：

St =

Nt∑
i=1

Yi = Y1 + Y2 + ·+ YNt
, t ⩾ 0

则称 {St, t ⩾ 0}为复合 Poisson过程。

 3.2 构造 Poisson过程

定理 3.2.1
我们按照以下步骤构建出一个 Poisson过程：

1. 一列独立同分布的随机变量 ξ1, ξ2, · · · 服从参数为 λ的指数分布，代表对某个事件发生时间的独立

重复测量。

2. 令 T0 = 0, Tn = ξ1 + · · ·+ ξn，代表第 n次事件发生的时刻。

3. 对于 t ⩾ 0，令 Nt = sup{n ⩾ 0 : Tn ⩽ t}，实际上

Nt = sup{n ⩾ 0 : Tn ⩽ t} = inf{n ⩾ 1 : Tn > t} =
∞∑

n=1

I{Tn⩽t}

即时间 t前发生事件的次数。
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那么，N = {Nt, t ⩾ 0}为 Poisson过程。

证明 验证定义 3.1.1的两条性质。根据构造过程可知，N0 = 0，Tn 的密度函数为：

Tn ∼ fn(s) =
λnsn−1e−λs

(n− 1)!
, s ⩾ 0

然后我们来求 Nt 的分布，

P(Nt = 0) = P(T1 > t) = P(ξ1 > t) = e−λt

P(Nt = n) = P(Tn ⩽ t < Tn+1)

= P(Tn ⩽ t < Tn + ξn+1)

=

∫∫
{(s,u):s⩽t<s+u}

λnsn−1e−λs

(n− 1)!
· λe−λudsdu 注意 Tn 独立于 ξn+1

=
e−λt(λt)n

n!

接下来证明独立增量，对于 s > 0，

P(Tn+1 − t ⩾ s|Nt = n) =
P(Tn+1 − t ⩾ s,Nt = n)

P(Nt = n)

=
P(Tn+1 − t ⩾ s, Tn ⩽ t)

P(Nt = n)

=
P(ξn+1 ⩾ s+ t− Tn, Tn ⩽ t)

P(Nt = n)

=
1

P(Nt = n)

∫ t

0

dv

∫ +∞

t+s−v

λnvn−1

(n− 1)!
λe−λudu

=
1

P(Nt = n)
e−λ(t+s) (λt)

n

n!

= e−λs

令 T ′
1 = TNt+1 − t，Tk = TNt+k − TNt+k−1, k ⩾ 2，Claim 1：{T ′

k, k ⩾ 1}独立同分布，服从参数为 λ的指数分

布，且与 Nt 独立。证明如下：观察

P(Tn ⩽ t, Tn+1 − t ⩾ s, Tn+2 − Tn+1 ⩾ v2, · · · , Tn+m − Tn+m−1 ⩾ vm)

实际上就是

P(Tn ⩽ t, Tn+1 − t ⩾ s, ξn+2 ⩾ v2, · · · , ξn+m ⩾ vm)

根据独立性，这等于

P(Tn ⩽ t, Tn+1 − t ⩾ s)e−λ(v2+···+vm)

于是

P(Tn+1 − t ⩾ s, Tn+2 − Tn+1 ⩾ v2, · · · , Tn+m − Tn+m−1 ⩾ vm|Nt = n)

=P(Tn ⩽ t, Tn+1 − t ⩾ s, Tn+2 − Tn+1 ⩾ v2, · · · , Tn+m − Tn+m−1 ⩾ vm)/P(Nt = n)

=e−λ(v2+···+vm)P(Tn+1 ⩾ s+ t|Nt = n)

=e−λ(v2+···+vm)e−λs

所以

P(T ′
1 ⩾ s, T ′

2 ⩾ v2, · · · , T ′
m ⩾ vm, Nt ⩽ l)

=
l∑

n=0

P(T ′
1 ⩾ s, T ′

2 ⩾ v2, · · · , T ′
m ⩾ vm, Nt = n)
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=
l∑

n=0

P(Tn+1 − t ⩾ s, Tn+2 − Tn+1 ⩾ v2, · · · , Tn+m − Tn+m−1 ⩾ vm, Nt = n)

=
l∑

n=0

e−λ(v2+···+vm)e−λsP(Nt = n)

=e−λ(v2+···+vm)e−λsP(Nt ⩽ l)

=P(T ′
1 ⩾ s)P(T ′

2 ⩾ v2) · · ·P(T ′
m ⩾ vm) · P(Nt ⩽ l)

于是 Claim 1得证。Claim 2：对于 t0 < t1 < · · · < tn，

P(Nti −Nti−1
= ki, i = 1, 2, · · · , n) =

n∏
i=1

e−λ(ti−ti−1)
(λ(ti − ti−1))

ki

ki!

并且各个 Nti − Nti−1
是独立的。我们先考虑 i = 2的简单情形，一般情形的证明同理。令 T ′′

1 = TNt1+1 − t1，

T ′′
k = TNt1

+k − TNt1
+k−1, k ⩾ 2，则由 Claim 1，{T ′′

k , k ⩾ 1}独立同分布，服从参数为 λ的指数分布，且与 Nt1

独立，又因为

{Nt2 −Nt1 = m} = {TNt1
+m ⩽ t2, TNt1

+m+1 > t2}

= {TNt1
+m − t1 ⩽ t2 − t1, TNt1

+m+1 − t1 > t2 − t1}

= {
m∑

k=1

T ′′
k ⩽ t2 − t1 <

m+1∑
k=1

T ′′
k }

通过此式能看出 Nt2 −Nt1 与 Nt1 独立，并且可以利用 T ′′
k ∼ exp{λ}求出 Nt2 −Nt1 的分布，计算过程省略。□

从这个定理能看出 Poisson过程在现实中的应用场景，即“一段时间内某事件的发生次数”。
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 3.3 Poisson的另一种定义 *

定义 3.3.1

♣

对于随机过程 N = {Nt : t ⩾ 0}，若满足：
(1). N0 = 0.
(2). ∀s < t,Ns ⩽ Nt.
(3).

P(Nt+h = m+ n|Nt = n) =


1− λh+ o(h) ,m = 0

λh+ o(h) ,m = 1

o(h) ,m ⩾ 2

这里 o(h)代表 h → 0时的低阶无穷小： lim
h→0

o(h)/h = 0，例如 h2.
(4). s < t时，Nt −Ns 与 {Ns′ , ∀s′ ∈ [0, s]}独立。
则称 N 为强度为 λ的泊松 (Possion)过程。

定理 3.3.1
Nt 服从参数为 λt的 Poisson分布。

证明 记 pj(t) = P(Nt = j)，那么 j ⩾ 1时，

pj(t+ h) = P(Nt+h = j)

=
∑
i⩽j

P(Nt+h = j,Nt = i)

=
∑
i⩽j

pi(t) · P(Nt+h = j|Nt = i)

= pj(t) · P(Nt+h = j|Nt = j) + pj−1(t) · P(Nt+h = j|Nt = j − 1) + o(h)

= pj(t) · (1− λh+ o(h)) + pj−1(t) · (λh+ o(h)) + o(h)

= pj(t) · (1− λh) + pj−1(t) · λh+ o(h)

j = 0，则没有第二项。稍作变换可得

pj(t+ h)− pj(t)

h
= −λpj(t) + λpj−1(t) +

o(h)

h

令 h → 0可得
d

dt
pj(t) = −λpj(t) + λpj−1(t)

d

dt
p0(t) = −λp0(t)

同时也初值 p0(0) = 1, pj(0) = 0, j ⩾ 1.
要解这个微分方程组，既可以用递推的方法，也可以用生成函数。具体过程不写了，最终能解得

pj(t) =
(λt)j

j!
e−λt

□
接下来，令

Tn = inf{t ⩾ 0 : Nt = n}, n = 0, 1, · · ·

为首次达到 n的时刻，

Xn = Tn − Tn−1, n = 1, 2, · · ·
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为从 n− 1到 n的等待时间。一个简单的推论是：

Nt = m ⇔ Tm ⩽ t < Tm+1

定理 3.3.2
X1, X2, · · · 独立同分布，且服从参数为 λ的指数分布。

证明 考虑 X1 的分布，

P(X1 > t) = P(N(t) = 0) = e−λt

所以 X1 服从参数为 λ的指数分布。

由独立增量可知

P(X2 > t|X1 = t1) = P(N(t1 + t)−N(t1) = 0|N(t1) = 1, N(t) = 0, t < t1) = P(N(t1 + t)−N(t1) = 0) = e−λt

所以 X2 和 X1 独立同分布，递推可证。 □

推论 3.3.1 (Poisson过程的马氏性)

♥

设 0 ⩽ t1 < · · · < tk < t < t+ s，0 ⩽ n1 ⩽ · · · ⩽ nk ⩽ n < n+m，则

P(Nt+s = n+m|Nt = n,Nt1 = n1, · · · , Ntk = nk) = P(Nt+s = n+m|Nt = n)

 3.4 Poisson过程的更多性质 *

定理 3.4.1 (合并)
设 {Xt, t ⩾ 0}和 {Yt, t ⩾ 0}是两个相互独立的 Poisson过程，参数分别为 λ, µ，则 {Xt + Yt, t ⩾ 0}

是参数为 λ+ µ的 Poisson过程。

证明 记 Nt = Xt + Yt，我们来验证定义 3.3.1中的四条要求，(1)(2)(4)显然，我们只说明 (3)：

P(Nt+h = n|Nt = n) = P(Xt+h −Xt = 0)P(Yt+h − Yt = 0)

= (1− λh+ o(h))(1− µh+ o(h))

= 1− (λ+ µ)h+ o(h)

P(Nt+h = n+ 1|Nt = n) = P(Xt+h −Xt = 1)P(Yt+h − Yt = 0) + P(Xt+h −Xt = 0)P(Yt+h − Yt = 1)

= (λh+ o(h))(1− µh+ o(h)) + (µh+ o(h))(1− λh+ o(h))

= (λ+ µ)h+ o(h)

P(Nt+h = n+ 2|Nt = n) = P(Xt+h −Xt = 1)P(Yt+h − Yt = 1) + o(h)

= (λh+ o(h))(µh+ o(h)) + o(h)

= o(h)

□

定理 3.4.2 (细分)
{Xt, t ⩾ 0}是参数为 λ的Poisson过程，ε1, ε2, · · · 独立同分布，分布为 1, 0的两点分布，P(ε1 = 1) = p，

则 {
Yt =

Xt∑
n=1

I{εn=1}, t ⩾ 0

}
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与 {
Zt =

Xt∑
n=1

I{εn=0}, t ⩾ 0

}

是两个相互独立的 Poisson过程，参数分别为 λp和 λ(1− p).

定理 3.4.3
给定 N(t) = n的条件下，(T1, · · · , Tn)的联合密度为

f(t1, t2, · · · , tn) =
n!

tn
I{0<t1<t2<···<tn<t}

相当于 (0, t)均匀分布上的 n个次序统计量。

上课讲的两个证明都不太严谨，这里就省略了。从直观上理解，就是因为等待时间独立同分布，前 n个等

待时间之和 ⩽ t，所以这些时间点都是均匀分布在 (0, t)上。

例 3.4.1.

假设乘客按照速率为 λ的 Poisson过程到达火车站，且火车在时刻 t离站，求时间段 (0, t]内乘客的

总等待时间的期望。

解答：用 Nt 代表 t时乘客数量，那么时间段 (0, t]内就有 Nt 名乘客进行了等车。

第 1位乘客在 T1时到达，等待了 t−T1；第 2位乘客在 T1时到达，等待了 t−T2；以此类推，总等待时间为
Nt∑
n=1

(t− Tn)

先求条件期望：

E

[
Nt∑
n=1

(t− Tn)

∣∣∣∣∣Nt = k

]
= kt− E

[
k∑

n=1

Tn

∣∣∣∣∣Nt = k

]

= kt− E

[
k∑

n=1

Un

∣∣∣∣∣Nt = k

]

= kt− kt

2
=

kt

2

其中 Un 服从 (0, t)上的均匀分布，那么

E

[
Nt∑
n=1

(t− Tn)

]
= E

[
E

[
Nt∑
n=1

(t− Tn)

∣∣∣∣∣Nt

]]
= E

[
tNt

2

]
=

λt2

2

 3.5 生过程 *

定义 3.5.1 (生过程)
随机过程 N = {N(t), t ⩾ 0}若满足：

(1). 状态空间为 S = {0, 1, 2, · · · }.
(2). N(0) ⩾ 0，∀s < t,N(s) < N(t).
(3).

P(N(t+ h) = n+m|N(t) = n) =


1− λnh+ o(h) ,m = 0

λnh+ o(h) ,m = 1

o(h) ,m ⩾ 2
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♣

(4). s < t时，给定 N(s)的条件下，N(t)−N(s)与 {N(s′), ∀s′ ∈ [0, s]}独立。
则称 N 为参数为 λ0, λ1, · · · 的生过程。

例 3.5.1.

当 λn = λ为常数时，生过程就是（初值可能不为零的）Poisson过程；考虑这样一种情形：每个个
体以速率 λ独立繁育后代，即 λn = λ · n，这称为简单生过程；带迁移的简单生过程：λn = λn+ v，其中

常数 v称为迁移速率。

定义 3.5.2

♣

定义

Tn = inf{t ⩾ 0 : N(t) = n}, ∀n ∈ N

以及

T∞ = lim
n→∞

Tn

如果 N(t)在有限时间内（概率为 1）达到 +∞，即：

P(T∞ = +∞) = P( lim
n→+∞

Tn = +∞) = 1

则称 N 会爆破。否则，则称其不会爆破。

定理 3.5.1
生过程 N 不会爆破⇔

∑
λ−1
n = +∞.

证明 记 Xn = Tn − Tn−1 ∼ exp{λn−1}，则

T∞ = lim
m→∞

n∑
n=1

Xn

如果
∑

λ−1
n < ∞，则

E[T∞] = lim
n→∞

m∑
n=1

E[Xn] =

∞∑
n=1

λ−1
n−1 < +∞

从而 T∞ < ∞ a.s.⇒ P(T = ∞) = 0 < 1，N 不爆破。

如果
∑

λ−1
n = ∞，则

E[e−T∞ ] = lim
m→∞

n∏
m=1

E[e−Xi ] = lim
m→∞

n∏
m=1

1

1 + λ−1
n−1

⩽ lim
m→∞

1∑m
n=1 λ

−1
n−1

= 0

从而 T∞ = ∞ a.s.，N 会爆破。 □

定理 3.5.2
记

pij(t) = P(N(s+ t) = j|N(s) = i) = P(N(t) = j|N(0) = i)

向前方程：∀i, j ∈ N+， 
d
dtpij(t) = λj−1pi,j−1(t)− λjpij(t), ∀j ⩾ i

λ−1 = 0

pij(0) = δij
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向后方程：∀i, j ∈ N+， {
d
dtpij(t) = λipi+1,j(t)− λipij(t), ∀j ⩾ i

pij(0) = δij

证明 边界条件由定义直接得出：pij(0) = δij .
任取 j ⩾ i ⩾ 0，t ⩾ 0，h > 0，有

pij(t+ h) = P(N(t+ h) = j|N(0) = i)

=
∑

i⩽k⩽j

P(N(t+ h) = j,N(t) = k|N(0) = i)

=
∑

i⩽k⩽j

P(N(t+ h) = j|N(t) = k,N(0) = i)P(N(t) = k|N(0) = i)

=
∑

i⩽k⩽j

pkj(h)pik(t)

j = i时，

pii(t+ h) = pii(h)pii(t) = (1− λih+ o(h))pii(t)

⇒ d

dt
pii(t) = lim

h→0

pii(t+ h)− pii(t)

h
= lim

h→0

(−λih+ o(h))pii(t)

h
= −λipii(t)

j = i+ 1时，

pi,i+1(t+ h) = pi,i+1(h)pi,i(t) + pi+1,i+1(h)pi,i+1(t)

= (λih+ o(h))pi,i(t) + (1− λi+1h+ o(h))pi,i+1(t)

⇒ d

dt
pii(t) = lim

h→0

pi,i+1(t+ h)− pi,i+1(t)

h
= λipi,i(t)− λi+1h

j ⩾ i+ 2时，k可取值 i, i+ 1, · · · , j − 1, j，注意到 k ⩽ j − 2时，pkj(h) = o(h)，因此

pij(t+ h) = pjj(h)pij(t) + pj−1,j(h)pi,j−1(t) + o(h)

= (1− λjh+ o(h))pij(t) + (λj−1h+ o(h))pi,j−1(t) + o(h)

⇒ d

dt
pij(t) = lim

h→0

pij(t+ h)− pij(t)

h
= λj−1pi,j−1(t)− λjpij(t)

综上所述，整理可得向前方程。

得到向前方程的思路可以大致表示为：pij(t + h) =
∑

k P(i
t→ k

h→ j) =
∑

k pik(t)pkj(h)，那么我们考虑∑
k P(i

h→ k
t→ j)，就可得到向后方程，证明方法类似，具体细节不再赘述。 □

定理 3.5.3
向前方程有唯一解，并且此解满足向后方程。

定义 3.5.3

♣

随机过程M = {M(t), t ⩾ 0}的状态空间为可数集 S，如果

∀ω ∈ Ω, ∀t ∈ [0,+∞), ∃εt,ω > 0 s.t. M(t, ω) = M(t+ u, ω), ∀0 ⩽ u < εt,ω

则称M 右连续。

定义 3.5.4
称随机过程M = {M(t), t ⩾ 0}有平稳独立增量，如果 ∀0 = t0 < t1 < · · · < tn，

M(t1)−M(t0), · · · ,M(tn)−M(tn−1)
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♣
相互独立，且 ∀0 ⩽ s < t，M(t)−M(s)与M(t− s)−M(t0)同分布。

例 3.5.2.

随机过程M = {M(t), t ⩾ 0}非降、右连续、取值为整数、有平稳独立增量，M(0) = 0，且M(t)−
M(t−) ∈ {0, 1}，则M 为参数为 E[M(1)]的 Poisson过程。
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第 4章布朗运动

从这一章开始，使用的教材从Durrett换成了 Le gall，后者的阅读体验真的很好，极力推荐。本章涉及内容
为 Chapter 1,2.

 4.1 高斯空间

这一小节为 Le gall Chapter1的节选。主要内容是关于正态分布的一些知识，在以前的概率论课程中都有所
介绍，所以阅读本章内容可以跳过本小节。但是笔者发现自己之前学的很粗糙很混乱，还是决定整理一下。

本节默认在概率空间 (Ω,F ,P)上讨论。

定义 4.1.1

♣

一个实值的随机变量 X 被称为是高斯变量，如果其（Lebesgue测度下的）密度函数有以下形式：

pX(x) =
1

σ
√
2π

exp

{
− (x− µ)2

2σ2

}
也就是我们熟知的正态分布：X ∼ N(µ, σ2).
随机向量的情形类似：如果 X = (X1, · · · , Xn) ∼ Nn(µ,Σ)，称 X 是高斯向量。

命题 4.1.1

设 Xn ∼ N(µn, σ
2
n)，如果 Xn

L2

→X，那么

(1). X ∼ N(µ, σ2)，其中 µ = lim
n→∞

µn，σ = lim
n→∞

σn.

(2). 对于 ∀1 ⩽ p < ∞，都有 Xn
Lp

→X .

证明 考虑

|E[Xn]− E[X]| ⩽ E[|Xn −X|] ⩽ E[|Xn −X|2] 12 → 0

所以 E[X] = µ，同时

|var(Xn)− var(X)| = |E[X2
n]− E[X2] + µ2

n − µ2|

⩽ E[|Xn −X| · |Xn +X|] + |µ2
n − µ2|

⩽ E[|Xn −X|2] 12E[|Xn +X|2] 12 + |µ2
n − µ2| → 0

第 86页



第 4章 布朗运动 4.1 高斯空间

所以 var(Xn) = σ2
n. 然后我们考虑 X 的特征函数：

E[eiξX ] = lim
n→∞

E[eiξXn ] = lim
n→∞

exp(imnξ −
σ2
n

2
ξ2) = exp(imξ − σ2

2
ξ2)

这说明 X ∼ N(µ, σ2).
因为mn, σn 都是有界的，所以

sup
n

E[|Xn|q] < +∞, ∀q ⩾ 1

因此

sup
n

E[|Xn −X|q] < +∞, ∀q ⩾ 1

取 p ⩾ 1，Yn = |Xn−X|p依概率收敛到 0，并且一致可积，由定理1.7.2可得 Yn
L1

→ 0，这就是我们要证的结论。□

定义 4.1.2

♣

设 H 是 L2(Ω,F ,P)的闭线性子空间，并且 H 只包含中心高斯变量（即服从期望为 0的正态分布），
则称 H 是一个（中心）高斯空间。

例 4.1.1.

取X ∼ N(0, 1)，ε服从 ±两点分布并与X 独立，Y = εX，那么X + Y 不再符合正态分布，因此不

在同一个高斯空间里。

推论 4.1.1

♥
如果 (X1, · · · , Xn) ∼ Nn(0,Σ)，那么 X1, · · · , Xn 张成的线性空间是一个高斯空间。

定义 4.1.3

♣

如果随机过程 X = {Xt, t ∈ T}中随机变量的任意有限线性组合都是中心高斯变量，则称 X 是（中

心）高斯过程。

命题 4.1.2
X = {Xt, t ∈ T}是高斯过程，则由 X 张成的闭线性空间是高斯空间。

证明 只需注意到命题 4.1.1保证了可数线性组合也是中心高斯变量。 □

定理 4.1.1
H 是高斯空间，Hi, i ∈ I 是其线性子空间，则 Hi, i ∈ I 两两正交当且仅当 σ(Hi), i ∈ I 相互独立。

证明 (⇐)：如果 X ∈ Hi ⊂ σ(Hi)且 Y ∈ Hj ⊂ σ(Hj)，i 6= j，由独立性可知 E[XY ] = E[X] · E[Y ] = 0，所以

Hi 与 Hj 正交。

(⇒)：即证：任取 i1, · · · , ip ∈ I，σ(Hij ), j ∈ {1, · · · , p}相互独立。根据单调类定理，任取

ξj1, ξ
j
2, · · · , ξjnj

∈ Hij , j ∈ {1, · · · , p}

那么只需证明向量 (ξj1, ξ
j
2, · · · , ξjnj

), j ∈ {1, · · · , p}相互独立即可。对于任意一个线性子空间Hij，ξj1, ξ
j
2, · · · , ξjnj

张成了一个子空间，取这个子空间上的正交基 ηj1, · · · , ηjmj
，这样就得到了一系列随机变量组成的向量：

(η11 , · · · , η1m1
, · · · , ηp1 , · · · , ηpmp

)

因为分量都在 H 中，这是一个高斯向量，且分量之间不相关，因此它们相互独立1，于是定理得证。 □

1“正态”+“不相关”不足以推出独立性，如例 4.1.1中的X 和 Y 就不相关，但是显然不独立。实际上“正态”+“属于同一个高斯空间”⇔
独立，这是因为高斯向量联合分布的协方差矩阵 Σ可分块⇔密度函数可分离导致的结果。
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对于高斯过程 X = {Xt, t ∈ T}，我们可以定义协方差函数：

Γ : T × T → [0,+∞), (s, t) 7→ cov(Xs, Xt)

协方差函数 Γ完全决定了 X 的有限维分布，也就完全决定了X . 那么，函数 Γ需要满足什么条件才能保证存在

相应的高斯过程？

定理 4.1.2
函数 Γ : T × T → [0,+∞)若满足：

(1). 对称性：Γ(s, t) = Γ(t, s).
(2). 正定性：c作为 T 上的实值函数，有有限的支撑集，那么∑

s,t∈T

c(s)c(t)Γ(s, t) ⩾ 0

这一条保证的是 Xt 的有限线性组合的方差非负。

证明没办法在这里详细说明，书上提及这是 Kolmogorov延拓定理的推论。

定义 4.1.4

♣

µ是可测空间 (E,G)上 σ‑有限测度，X 是一个（以下默认中心）高斯空间，如果

G : L2(E,G, µ) → X

是一个等距映射，则称 G是强度为 µ的高斯白噪声 (Gaussian White Noise)。

利用等距映射 G，可以计算：

var(G(f)) = E[G(f)2] = ||G(f)||2L2(Ω,F,P) = ||f ||2L2(E,G,µ) =

∫
f2dµ

cov(G(f), G(g)) = 〈G(f), G(g)〉L2(Ω,F,P) = 〈f, g〉L2(E,G,µ) =

∫
fgdµ

特别地，取 f = IA，g = IB，µ(A), µ(B) < +∞，那么

cov(G(f), G(g)) =

∫
IA∩Bdµ = µ(A ∩B)

这说明，如果 A和 B 不相交，则 G(f)和 G(g)不相关，进而独立。

 4.2 准布朗运动

从这一小节开始，是 Chapter 2的内容。R+代表 [0,+∞).

定义 4.2.1

♣

记 B+ 为 R+ 上的 Borel集全体，即全体开集生成的 σ 域，那么 Lebesgue测度 m是 (R+,B+)上的

一个 σ有限测度，令 G是 (R,B+)上强度为m的高斯白噪声，定义

Bt = G(I[0,t]), t ⩾ 0

那么，随机过程 B = (Bt)t⩾0 称为一个准布朗运动 (pre‑Brownian Motion)。

命题 4.2.1 (准布朗运动的等价定义)
对于随机过程 X = (Xt)t⩾0，以下说法等价：

(1). X 是准布朗运动。
(2). X 是高斯过程，且协方差函数是 Γ(s, t) = s ∧ t.
(3). X0 = 0 a.s.，∀0 ⩽ s < t，Xt −Xs ∼ N(0, t− s)，且与 σ(Xr, r ⩽ s)独立。
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(4). X0 = 0 a.s.，任取 0 = t0 < t1 < · · · < tp，Xti −Xti−1 ∼ N(0, ti − ti−1)，且相互独立。

证明 (1) ⇒ (2)：根据定义可知 (Bt)t⩾0 同属一个高斯空间，所以是高斯过程，协方差函数：

Γ(s, t) = E[BtBs] = E[G(I[0,t])G(I[0,s])] =

∫
I[0,t]I[0,s]dm = s ∧ t

(2) ⇒ (3)：var(X0) = Γ(0, 0) = 0，即 X0 ∼ N(0, 0)，说明 X0 = 0 a.s.，考虑 ∀s ⩾ 0，记

Hs = span{Xr, 0 ⩽ r ⩽ s}

H̃s = span{Xs+u −Xs, u ⩾ 0}

那么二者是正交的，因为：

E[Xr(Xs+u −Xs)] = r ∧ (s+ u)− r ∧ s = r − r = 0

进而 σ(Hs)和 σ(H̃s)是独立的。特别地取 t > s，则 Xt ∈ H̃s 与 σ(Hs) = σ(Xr, 0 ⩽ r ⩽ s)是独立的。

(3) ⇒ (4)：取 t = tp, s = tp−1，则可得 Xtp − Xtp−1
与 σ(Xr, 0 ⩽ r ⩽ tp−1) 独立，进而与 Xtp−1

−
Xtp−2 , · · · , Xt1 −Xt0 独立；取 t = tp−1, s = tp−2，则可得Xtp−1 −Xtp−2 与Xtp−2 −Xtp−3 , · · · , Xt1 −Xt0 独立；

以此类推。

(4) ⇒ (1)：Xt −X0 ∼ N(0, t)，所以 X 是高斯过程。对于阶梯函数

f =

p∑
i=1

λiI(ti−1,ti]

定义

G(f)
def
=

p∑
i=1

λi(Xti −Xti−1
)

容易验证 G是一个等距映射：

||G(f)−G(f̃)||2 = E

( p∑
i=1

(λi − λ̃i)(Xti −Xti−1)

)2


=

p∑
i=1

(λi − λ̃i)
2E[(Xti −Xti−1)

2]

=

p∑
i=1

(λi − λ̃i)
2(ti − ti−1)

||f − f̃ ||2 =

∫ ∣∣∣∣∣
p∑

i=1

(λi − λ̃i)I(ti−1,ti]

∣∣∣∣∣
2

dm

=

p∑
i=1

(λi − λ̃i)
2

∫
I(ti−1,ti]dm

=

p∑
i=1

(λi − λ̃i)
2(ti − ti−1)

因为阶梯函数的稠密性，可以把G的定义域延拓到整个L2(R+)上，从而成为一个高斯白噪声，且满足G(I[0,t]) =

Xt，因此 X 是一个准布朗运动。 □

推论 4.2.1
B = (Bt)t⩾0是准布朗运动，则对于 ∀0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tn，向量 (Bt1 , Bt2 , · · · , Btn)的概率密度函

数为

f(x1, x2, · · · , xn) =
1

(2π)
n
2

√
t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1)

exp

{
−

n∑
i=1

y2i
2(ti − ti−1)

}
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♥其中 t0 = 0.

命题 4.2.2
B = (Bt)t⩾0 是准布朗运动，

(1). B−
t = −Bt，则 (B−

t )t⩾0 是准布朗运动。

(2). ∀λ > 0，B
(λ)
t = λ−1Bλ2t，则 (B

(λ)
t )t⩾0 是准布朗运动。

(3). ∀s ⩾ 0，B̃t = Bs+t −Bs，则 (B̃t)t⩾0 是准布朗运动，且与 Fs = σ(Br, r ⩽ s)独立。

(3)也叫布朗运动的马氏性。

证明 验证命题 4.2.1(4)即可，不再赘述。 □

 4.3 连续轨道与布朗运动

一般情况下，对于实值的随机过程X = (Xt)t⩾0，我们一般的研究角度是从时刻入手，比如“截止某个时刻

Xt达到了什么值”，或者“首次达到什么值的时刻”。本小节我们从样本空间入手，固定 ω，考虑映射 t 7→ Xt(ω)，

这是一个我们很熟悉的 R+ → R的实函数，它被称为“样本轨道”。注意，我们如果想要讨论样本轨道的连续性，
必须得要求随机变量在一个度量空间上取值。

定义 4.3.1 (样本轨道、布朗运动)

♣

度量空间 (E, d)取其 Borel σ‑域作为可测空间，随机过程 (Xt)t⩾0在 E上取值，固定 ω ∈ Ω，得到映

射：

[0,+∞] → E

t 7→ Xt(ω)

这个映射就被称为样本轨道 (Sample Path).
对于一个准布朗运动 B = (Bt)t⩾0，如果 ∀ω ∈ Ω，t 7→ Xt(ω)处处连续，则称 B 为布朗运动。

事实上，每一个准布朗运动都可以通过某些轻微的“修改”让它的轨道处处连续，使它成为布朗运动，这是

我们本小节主要介绍的内容。

首先我们要定义什么情况下认为两个随机过程是相同的。

定义 4.3.2 (修改、不可分辨)

♣

两个随机过程 X = (Xt)和 X̃ = (X̃t)，如果

∀t,P(Xt = X̃t)

则称 X̃ 是 X 的一个修改 (modification).
如果存在一个零测集 N ⊂ Ω，使得 ∀ω ∈ Ω −N, ∀t, X̃t(ω) = Xt(ω)，则称 X̃ 与 X 不可分辨 (indis‑

tinguishable)，也能形式地表述为
P(∀t, X̃t = Xt) = 1

但是 {∀t, X̃t = Xt}可能不是可测集，所以并不合适。

两个随机过程如果是不可分辨的，则就认为它们是同一个随机过程。
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推论 4.3.1

♥

取指标集为 R的某个区间，如果 X 和 X̃ 的轨道处处连续 a.s.，则 X̃ 是 X 的修改⇔X̃ 与 X 不可分

辨。把轨道处处连续的条件更换为左连续或者右连续，结论也成立。

定理 4.3.1 (Kolmogorov引理)

随机过程X = (Xt)t∈I，其中 I 是 R上的区间，且X 在完备度量空间 (E, d)上取值，后者取其 Borel
σ‑域作为可测空间。若存在 q, ε, C > 0使得 ∀s, t ∈ I，

E[d(Xs, Xt)
q] ⩽ C · |t− s|1+ε

则存在 X 的修改 X̃，其轨道满足指数为 α的 Holder连续性，即：固定 ω ∈ Ω，α ∈ (0, ε
q )，存在一个有

限的、仅与 α, ω有关的常数 Cα(ω)使得

∀s, t ∈ I, d(X̃s(ω), X̃t(ω)) ⩽ Cα(ω)|t− s|α

并且，在不可分辨意义下，X̃ 这样的修改是唯一的。

证明 不妨取 I = [0, 1]，固定 α ∈ (0, ε
q )，由条件可知，∀a > 0，s, t ∈ I，有

P(d(Xs, Xt) ⩾ a) ⩽ a−qE[d(Xs, Xt)
q] ⩽ Ca−q|t− s|1+ε

取 s = (i− 1) · 2−n, t = i · 2−n, i ∈ {1, 2, · · · , 2n}，以及 a = 2−nα，则得到

P(d(X(i−1)·2−n,Xi·2−n
) ⩾ 2−nα) ⩽ C · 2nqα · 2−(1+ε)n

对 i求和，得到：

P

(
2n⋃
i=1

{
d(X(i−1)·2−n,Xi·2−n

) ⩾ 2−nα
})

⩽ 2n · C · 2nqα−(1+ε)n = C · 2−n(ε−qα)

再对 n求和，得到
∞∑

n=1

P

(
2n⋃
i=1

{
d(X(i−1)·2−n,Xi·2−n

) ⩾ 2−nα
})

< +∞

根据 B‑C引理，
P(∃n0 s.t. ∀n > n0, ∀i ∈ {1, 2, · · · , 2n}, d(X(i−1)·2−n,Xi·2−n

) ⩽ 2−nα) = 1

于是我们定义

Kα(ω)
def
= sup

n⩾1

(
sup

1⩽i⩽2n

d(X(i−1)·2−n,Xi·2−n
)

2−nα

)
则Kα a.s.有限，接下来，记

D = {i · 2−n : i = 0, 1, · · · , 2n − 1} ⊂ [0, 1)

引理 4.3.1

♥

取映射 f : D → E，如果存在 α > 0,K < +∞使得 ∀n ∈ N+, i ∈ {1, 2, · · · , 2n − 1}都有

d(f((i− 1)2−n), f(i · 2−n)) ⩽ K · 2−nα

则 ∀s, t ∈ D，都有

d(f(s), f(t)) ⩽ 2K

1− 2−α
|t− s|α

于是在 {Kα < +∞}上，∀s, t ∈ D，d(Xs, Xt) ⩽ Cα(ω)|t− s|α，其中 Cα = 2(1− 2−α)−1Kα(ω)，所以映射

t 7→ Xt(ω)在 D上是 Holder连续的，进而是一致连续的。因为 (E, d)完备，该映射可以被唯一地延拓为 [0, 1]
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上的连续映射2：

t 7→ X̃t(ω) =

 lim
s→t,s∈D

Xs(ω) ,Kα(ω) < +∞

x0 ,Kα(ω) = +∞

那么 X̃ 的轨道是 Holder连续的，只需证明 X̃ 是 X 的修改。固定 t ∈ [0, 1]，

P(lim
s→t

Xs = Xt) = 1

而 X̃t 同样是 Xs 的 a.s.极限，所以 Xt = X̃t a.s. □

推论 4.3.2

♥

考虑布朗运动 B = (Bt)t⩾0，则 B 存在一个修改 B̃ 满足其轨道是连续的，进一步地，还满足指数为
1
2 − δ, ∀δ ∈ (0, 1

2 )的 Holder连续性。

证明 取 U ∼ N(0, 1)，则 Bt −Bs
d
=
√
t− sU，于是 ∀q > 0，

E[|Bt −Bs|q] = (t− s)
q
2E[|U |q] = Cq(t− s)

q
2

其中 Cq = E[|U |q] < +∞，取 q > 2，可知 B 存在修改 B̃，其轨道满足指数为 α, ∀α < q−2
2q 的局部 Holder连续

性，取 q充分大则得到结论。 □
在本章的剩余内容中，我们默认一个随机过程只要满足准布朗运动的定义，就把它视为修改过后得到的布

朗运动。

 4.4 布朗运动路径的性质

接下来，记

Ft = σ(Bs, s ⩽ t), F0+ =
⋂
s>0

Fs

定理 4.4.1 (Blumenthal 0‑1律)
∀A ∈ F0+，P(A) = 1或 0.

证明 取 0 < t1 < t2 < · · · < tk，g : Rk → R为有界连续函数，对于 A ∈ F0+，由连续性可知

E[IA · g(Bt1 , · · · , Btk)] = lim
ε→0+

E[IA · g(Bt1 −Bε, · · · , Btk −Bε)]

设 0 < ε < t1，则 Bt1 −Bε, · · · , Btk −Bε 都与 Fε 独立，进而与 F0+ 独立，于是

lim
ε→0+

E[IA · g(Bt1 −Bε, · · · , Btk −Bε)] = lim
ε→0+

P(A) · E[g(Bt1 −Bε, · · · , Btk −Bε)]

= P(A) · E[IA · g(Bt1 , · · · , Btk)]

由 t1, · · · , tk 的任意性可知，F0+ 与 σ(Bt, t > 0)独立，又因为 Bt
p.w.→ B0 as t → 0，σ(Bt, t > 0) = σ(Bt, t ⩾ 0)，

而 F0+ ⊂ σ(Bt, t ⩾ 0)，这说明 F0+ 和自己独立，那 P(A) = P(A ∩A) = P(A)2 ⇒ P(A) = 1或 0. □

命题 4.4.1
对于布朗运动 B = (Bt)t⩾0，

(1). ∀ε > 0， sup
0⩽s⩽ε

Bs > 0， inf
0⩽s⩽ε

Bs < 0，a.s.

(2). ∀s ∈ R，
limsup
t→∞

Bt = +∞, liminf
t→∞

Bt = −∞

2想到了实分析的 Tietze延拓定理。
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进而如果令 Ta = inf{t ⩾ 0 : Bt = a}，则可得 Ta < +∞ a.s.

注这里关于 sup
0⩽s⩽ε

、limsup
t→∞

无法确保可测性的问题，书上原文说的不是很清楚。笔者在题目 4.2的注记中尝试解

释了这个问题，建议读者一起阅读。

证明 (1).取一列严格单调递减到 0的实数 (εp)p∈N+
，令

A =
∞⋂
p=1

{
sup

0⩽s⩽εp

Bs > 0

}
则 A ∈ F0+，因为 ∀s > 0，可以取 p0 使得 εp0

< s，那么

A =
∞⋂

p=p0

{
sup

0⩽s⩽εp

Bs > 0

}
∈ Fs

由 s任意性可得。而另一方面，

P(A) = lim
p→∞

P

(
sup

0⩽s⩽εp

Bs > 0

)

而且 P

(
sup

0⩽s⩽εp

Bs > 0

)
⩾ P(Bεp > 0) = 1

2，根据 0‑1律（定理 4.4.1），只能 P(A) = 1，注意右边是一个单调递

减的极限，因此每一项都等于 1，也就是

∀ε > 0, sup
0⩽s⩽ε

Bs > 0 a.s.

inf的情况同理，考虑 −B 即可。

(2).根据上一题的结论，我们得到：

1 = P
(

sup
0⩽s⩽1

Bs > 0

)
= lim

δ→0+
P
(

sup
0⩽s⩽1

Bs > δ

)
我们考虑用另一个布朗运动 B′

s = M−1δBM2δ−2s，替换最右侧中的 Bs，得到

1 = lim
δ→0+

P
(

sup
0⩽s⩽1

M−1δBM2δ−2s > δ

)
= lim

δ→0+
P

(
sup

0⩽s⩽M2δ−2

Bs > M

)

= P
(
sup
s⩾0

Bs > M

)
根据M 任意性可知，limsup

t→∞
Bt = +∞ a.s.，liminf的情形同理，取 −B 即可。 □

从直观上看，这体现了布朗运动不稳定且混乱，即不可能在某一处停留，并且能到达所有位置。

推论 4.4.1

♥
映射 r 7→ Bt(w)在任何区间上不单调 a.s.

证明 ∀q ∈ Q+，∀ε > 0，考虑布朗运动 Bq+t −Bq，应用命题 4.4.1，可得

sup
q⩽t⩽q+ε

Bt > Bq, inf
q⩽t⩽q+ε

Bt < Bq,

所以 Bt 在 [q, q + ε]上不单调，由 q, ε任意性得证。 □

命题 4.4.2
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn

= t是 [0, t]的一系列划分，并且当 n → ∞时，

sup
1⩽i⩽pn

(tni − tni−1) → 0
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那么 n → ∞时，
pn∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2
L2

→ t

推论 4.4.2

♥
映射 t 7→ Bt(w)在任何区间上有无穷变差。

证明 不妨选取 [0, t]，取命题 4.4.2中的划分，
pn∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2 ⩽
(

sup
1⩽i⩽pn

|Btni
−Btni−1

|
)
×

pn∑
i=1

|Btni
−Btni−1

|

根据轨道的连续性，右式第一项→ 0，但是左边→ t，所以右式第二项一定有
pn∑
i=1

|Btni
−Btni−1

| → +∞

这正是 t 7→ Bt(w)在此划分下的变差。 □
无穷变差也意味着处处不可导，这似乎说明布朗运动的“速度”是无穷大？解决这一悖论的办法，本章最后

一小节有相关介绍。

 4.5 布朗运动的强马氏性

回顾记号：对于布朗运动 B = (Bt)t⩾0，

Ft = σ(Bs, s ⩽ t), F∞ = σ(Bs, s ⩾ 0)

定义 4.5.1

♣
随机变量 T 在 [0,+∞]上取值，如果 ∀t ⩾ 0，{T ⩽ t} ∈ Ft，则称 T 为关于 B 的停时。

例 4.5.1.

如果令

Ta = inf{t ⩾ 0 : Bt = a}

则 Ta 就是一个停时，因为：

{Ta ⩽ t} = {∃s ∈ [0, t], Bs = a} = { inf
s∈[0,t]

|Bs − a| = 0} ∈ Ft

但是，T = sup{s ⩽ 1 : Bs = 0}不是停时。

定义 4.5.2

♣

如果 T 是停时，定义：

FT = {A ∈ F∞ : ∀t ⩾ 0, A ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft}

称为 T 前 σ‑域。

第 94页



第 4章 布朗运动 4.5 布朗运动的强马氏性

例 4.5.2.

首先 T 本身就是 FT ‑可测的，因为：∀s ⩾ 0，∀t ⩾ 0，

{T ⩽ s} ∩ {T ⩽ t} = {T ⩽ s ∧ t} ∈ Fs∧t ⊂ Ft

那么，BsIs⩽T 是 FT ‑可测的，因为：

{BsIs⩽T ∈ A} ∩ {T ⩽ t} =

{
∅ , t < s

{Bs ∈ A} ∩ {s ⩽ T ⩽ t} , t ⩾ s
∈ Ft

从而 I{T<+∞}BT 也是 FT ‑可测的，因为：

I{T<+∞}BT = lim
n→∞

∞∑
i=0

I{i·2−n⩽T⩽(i+1)·2n}Bi·2−n

定理 4.5.1 (强马氏性)
T 是停时，且 P(T < +∞) = 1，令

B
(T )
t = I{T<+∞}(BT+t −BT )

则 B(T ) = (B
(T )
t )t⩾0 是布朗运动，并且和 FT 独立。

证明 取 A ∈ FT，0 ⩽ t1 < · · · < tp，F : Rp → R+有界连续，Claim：

E[IA · F (B
(T )
t1 , · · · , B(T )

tp )] = P(A) · E[F (Bt1 , · · · , Btp)]

然后考虑 A = Ω，说明 B(T )和 B有着相同的有限维分布，因此也是布朗运动。同时，由 t1, · · · , tp的任意性可
知 B(T ) 和 FT 独立。

下面来证明 Claim，对于 ∀n ∈ N+, t ⩾ 0，记

[t]n = min
{

x = k · 2−n ⩾ t|k ∈ N+}

即 [t,+∞)上最小的 k · 2−n, k ∈ N+，并定义 [∞]n = ∞，注意到

F (B
(T )
t1 , · · · , B(T )

tp ) = lim
n→∞

F (B
([T ]n)
t1 , · · · , B([T ]n)

tp ) a.s.

因此由 DCT可得

E[IA · F (B
(T )
t1 , · · · , B(T )

tp )]

= lim
n→∞

E[IA · F (B
([T ]n)
t1 , · · · , B([T ]n)

tp )]

= lim
n→∞

∞∑
k=0

E[IA · I{(k−1)2−n<T⩽k·2−n}F (Bk·2−n+t1 −Bk·2n , · · · , Bk·2−n+tp −Bk·2−n)]

因为 A ∈ FT，所以

A ∩ {(k − 1)2−n < T ⩽ k · 2−n} = (A ∩ {T ⩽ k · 2−n}) ∩ {T ⩽ (k − 1)2−n}c ∈ Fk·2−n

因此

lim
n→∞

E[IA∩{(k−1)2−n<T⩽k·2−n} · F (Bk·2−n+t1 −Bk·2n , · · · , Bk·2−n+tp −Bk·2−n)]

=P(A ∩ {(k − 1)2−n < T ⩽ k · 2−n}) · E[F (Bt1 , · · · , B(tp))]

对 k求和即得到目标结论。 □
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定理 4.5.2 (反射原理)
∀t ⩾ 0，令 St = sup

s⩽t
Bs，设常数 a ⩾ 0，b ⩽ a，则

P(St ⩾ a,Bt ⩽ b) = P(Bt ⩾ 2a− b)

进而 St 与 |Bt|有着相同的分布。

证明 取停时

Ta = inf{t ⩾ 0 : Bt = a}

我们在命题 4.4.1证明过 Ta < +∞ a.s.，利用强马氏性，

P(St ⩾ a,Bt ⩽ b) = P(Ta ⩽ t, Bt ⩽ b) = P(Ta ⩽ t, B
(Ta)
t−Ta

⩽ b− a) = (⋆)

接下来，我们记B′ = B(Ta)，则 B′也是布朗运动且与 FTa 无关，即与 Ta独立，而且因为B′与−B′同分布，所

以

(⋆) = P(Ta ⩽ t,−B
(Ta)
t−Ta

⩽ b− a) = P(Ta ⩽ t, Bt ⩾ 2a− b) = P(Bt ⩾ 2a− b)

因为 Bt ⩾ 2a− b ⩾ a，则在 t之前就达到了 a，即 Ta ⩽ t. 所以，

P(St ⩾ a) = P(St ⩾ a,Bt ⩾ a) + P(St ⩾ a,Bt ⩽ a) = 2P(Bt ⩾ a) = P(|Bt| ⩾ a)

所以 St 与 |Bt|有着相同的分布。 □
从直观上看，

St ⩾ a,Bt ⩽ b ⇔在 [0, t]内曾达到了 a，而最终在 t时刻落回了 b的下方

⇔ Ta ⩽ t，在 [Ta, t]下降了至少 a− b

⇔ Ta ⩽ t，在 [Ta, t]上升了至少 a− b

⇔在 t时刻达到了 2a− b的上方，即 Bt ⩾ 2a− b

即以 Ta 为分界点，Ta 之后的轨迹上下翻转。

推论 4.5.1

♥

∀a > 0，Ta 与 a2B−2
1 同分布，从而密度函数为：

f(t) =
a√
2πt3

exp

{
−a2

2t

}
I{t>0}

并且 E[Ta] = +∞.

证明 考虑

P(Ta ⩽ t) = P(St ⩾ a) = P(|Bt| ⩾ a) = P(B2
t ⩾ a2) = P(tB2

1 ⩾ a2) = P(
a2

B2
1

⩽ t)

然后利用 B1 ∼ N(0, 1)即可得到结论。 □
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 4.6 习题

本小节用到的结论：

引理 4.6.1 (Fatou’s Lemma)

♥

{Xn}是概率空间上的一列非负随机变量，则有：

E[liminf
n→∞

Xn] ⩽ liminf
n→∞

E[Xn]

引理 4.6.2 (Borel‑Cantelli Lemma)

♥

概率空间上的一列事件 {An}满足：
∞∑

n=1

P(An) < +∞

那么

P(存在无数多个 n，An 成立) = 0

引理 4.6.3 (强大数定律)

♥

{Xn, n ∈ N+}独立同分布，二阶矩有限，期望为 µ，则

1

n

n∑
k=1

Xn → µ a.s.

引理 4.6.4 (Doob‑Kolmogorov Inequality)

♥

{Xn, n ∈ N+}关于 (Fn)n∈N+
是鞅，sup

n⩾1
E[X2

n] < M < +∞，则 ∀ε > 0，

P( max
1⩽i⩽n

|Xi| ⩾ ε) ⩽ 1

ε2
E[X2

n]

证明 由推论 1.2.1知X2
n是一个下鞅，再利用 Doob最大值不等式（定理 1.6.1）即可。题目 1.10是一个更强的结

论。 □
下面这道题展示了如何证明一个过程是布朗运动。我们一般利用命题 4.2.1来证明一个过程是准布朗运动，

而难点一般在于证明轨道连续性。

题目 4.1. Le gall(Exercise2.25)

B = (Bt)t⩾0 是一个布朗运动，设：

Wt = tB 1
t
, t > 0

且W0 = 0，证明：(Wt)t⩾0 在不可分辨意义下是一个布朗运动。

注什么叫“在不可分辨意义下是一个布朗运动”？我们曾提到过，如果两个随机过程不可分辨，我们就认为它们

是同一个随机过程。题目这句话的意思我们只需要证明 P(W 的轨道处处连续) = 1即可。

证明 不难看出，Wt ∼ N(0, t)，且 {Wt}中任意元素的有限线性组合仍然服从正态分布，因此是（中心）高斯过
程，并且 E[WtW0] = 0，

E[WsWt] = stE[B 1
s
B 1

t
] = st(

1

s
∧ 1

t
) = s ∧ t

由命题 4.2.1(2)可知W 是一个准布朗运动。

注意到W 的轨道在 t > 0是连续的（因为 B 的轨道连续），我们只需证明：

lim
t→0+

Wt = lim
t→∞

Bt

t
= 0 a.s.
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考虑鞅 (Bk+1 −Bk)k∈N+，这是一列独立同分布的随机变量，由强大数定律可知

1

n

n∑
k=1

(Bk+1 −Bk) =
Bn

n
→ 0 a.s. (as n → ∞)

取 n,m ⩾ 0，注意到 {Xk = Bn+k·2−m −Bn, k = 0, 1, · · · , 2m}是一个鞅，由 Doob‑Kolmogorov不等式，

P( max
0⩽k⩽2m

|Bn+k·2−m −Bn| ⩾ n
2
3 ) ⩽ 1

n
4
3

E[(Bn+1 −Bn)
2] =

1

n
4
3

令m → ∞，并由 B 的轨道连续性可知，

P( sup
t∈[n,n+1]

|Bt −Bn| ⩽ n
2
3 ) ⩽ 1

n
4
3

设 An = { sup
t∈[n,n+1]

|Bt −Bn| ⩽ n
2
3 }，则

∑
P(An) < +∞，由 B‑C引理可知，

P(An 成立的 n的个数有限) = 1

也就是存在 N，使得 n > N 时，所有的 An 都不成立 a.s.，即

|Bt −Bn| ⩽ n
2
3 , ∀t ∈ [n, n+ 1] a.s.

得到 ∣∣∣∣Bt

t

∣∣∣∣ ⩽ |Bn|+ |Bn −Bt|
t

⩽ |Bn|+ n
2
3

n
=

|Bn|
n

+ n− 1
3 → 0 a.s. (as n → ∞)

t → ∞时 n → ∞，结论得证。 □
下面这道题的思路类似于命题 4.4.1的证明过程，展示了 0‑1律的应用。

题目 4.2. Le gall(Exercise2.29)

B = (Bt)t⩾0 是布朗运动，证明：a.s.成立

limsup
t↘0

Bt√
t
= +∞

liminf
t↘0

Bt√
t
= −∞

注这里的 limsup
t↘0

不是可数运算，不能保证可测性，但是利用布朗运动轨道的连续性，可知

limsup
t↘0

Bt√
t
= lim

ε↘0
sup

t∈(0,ε]

Bt√
t
= lim

ε↘0
sup

t∈(0,ε]∩Q

Bt√
t

然后我们任取一列单调递减趋于 0的实数 {εp, p ∈ N+}，并考虑

lim
p→∞

sup
t∈(0,εp]∩Q

Bt√
t

如果我们能够证明总是上式 = +∞ a.s.，与 εp的选取无关，那么由 {εp}的任意性即可得到结论，这用到了函数
极限里的一个小结论：

引理 4.6.5

♥
任取单调递增的数列 an 且 an ↘ a，都有 lim

n→∞
f(an) = y，那么 lim

x→a+
f(x) = y.

反证法易证。

证明 取M > 0，ε > 0，令

Aε =

{
sup

t∈(0,ε]

Bt√
t
⩾ M

}
=

{
sup

t∈(0,ε]∩Q

Bt√
t
⩾ M

}
∈ Fε
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我们任取一列单调递减趋于 0的实数 {εp, p ∈ N+}，则

A =
∞⋂
p=1

Aεp =

{
lim
p→∞

sup
t∈(0,εp]

Bt√
t
⩾ M

}
∈ F0+

于是 P(A) = 0或 1，我们希望证明 P(A) = 1，所以要估计它的下界，注意到

limsup
p→∞

Bεp√
εp

⩾ M = lim
p→∞

sup
k⩾p

Bεk√
εk

⩾ M ⇒ lim
p→∞

sup
t∈(0,εp]

Bt√
t
⩾ M

所以

P(A) = P( lim
p→∞

sup
t∈(0,εp]

Bt√
t
⩾ M) ⩾ P(limsup

p→∞

Bεp√
εp

⩾ M)

= P(limsup
p→∞

{
Bεp√
εp

⩾ M

}
)

⩾ limsup
p→∞

P(
Bεp√
εp

⩾ M) 由 Fatou引理

=

∫ ∞

M

1√
2π

exp

{
−1

2
x2

}
dx > 0

所以我们证明了：

lim
p→∞

sup
t∈(0,εp]

Bt√
t
⩾ M a.s.

那么由M 的任意性可知

lim
p→∞

sup
t∈(0,εp]

Bt√
t
= +∞ a.s.

□
下面这道题则考查的是命题 4.4.1和强马氏性的应用。

题目 4.3. Le gall(Exercise2.30)

B = (Bt)t⩾0 是布朗运动，H = {t ∈ [0, 1] : Bt = 0}，证明以下事实 a.s.成立：H 是 [0, 1]上的紧集、

无孤立点、Lebesgue测度为零。

证明 闭区间上连续函数的零点集一定是闭集，所以 H 是（有界）闭集，进而是紧集。

用m表示 Lebesgue测度，那么

E[m(H)] =

∫
Ω

m(H)dP

=

∫
Ω

∫
[0,1]

It∈[0,1]:Bt=0dmdP

=

∫
[0,1]

∫
Ω

It∈[0,1],ω∈Ω:Bt(ω)=0dPdm

=

∫
[0,1]

P(Bt = 0)dt = 0

所以m(H) = 0 a.s.
最后来证明 H 没有孤立点，我们的思路是这样的：

1. 对于 q ∈ Q，定义 Tq = inf{t ∈ [q, 1] : Bt = 0}，即“q时刻开始的第一个零点”，这是一个停时。

2. 证明 ∀ε > 0，Tq 右侧 ε‑邻域内存在下一个零点，这说明 Tq 不是孤立点。

3. Tq 不一定是所有的零点，任取一个其他的零点 t，取一列有理数 qn ↗ t，则 qn ⩽ Tqn < t，这说明 t不是

孤立点，所以 H 没有孤立点。

回顾命题 4.4.1(1)，我们知道布朗运动的零点右侧任意小邻域内有正有负，而轨迹是连续的，所以肯定存在零点，
我们利用这一点来证明 2.
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根据强马氏性，B
(q)
t = BTq+t −BTq

= BTq+t 是一个布朗运动，根据命题 4.4.1(1)，∀ε ∈ (0, 1− q)有

P( sup
t∈[0,ε]

BTq+t > 0, inf
t∈[0,ε]

BTq+t < 0) = 1

即

P( sup
t∈[Tq,Tq+ε]

Bt > 0, inf
t∈[Tq,Tq+ε]

BTq < 0) = 1

即 Bt 在 (Tq, Tq + ε]上有零点 (a.s.)，这说明 Tq 不是孤立点 (a.s.)。 □
最后放一道去年期末题，比较简单。

题目 4.4. 2023SPFinal.2

B = (Bt)t⩾0 是布朗运动，求证：

lim
n→∞

sup
t∈[n,n+1]

Bt

n
= 0 a.s.

提示：可能会用到

St = sup
0⩽s⩽t

Bs

与 |Bt|同分布。

证明 稍作变换：
sup

t∈[n,n+1]

Bt

n
=

sup
t∈[n,n+1]

Bt −Bn

n
+

Bn

n
=

sup
t∈[0,1]

Bt

n
+

Bn

n

因为 sup
t∈[0,1]

Bt
d
= |B1|，所以第一项→ 0，第二项我们在题目 4.1提到过，大数定律得到→ 0. □
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 4.7 随机积分介绍 *

4.7.1 定义

对于一个随机过程 A = {At, t ⩾ 0}，如果轨道 t 7→ At(ω) a.s.有界变差，那么对于以下可测函数：

f : ([0,+∞)× Ω,B[0,+∞)⊗F) → (R,R)

我们可以利用 Lebesgue积分定义： (∫ t

0

fsdAs

)
(ω)

def
=

∫ t

0

fω(s)dAω(s)

但是，我们在推论 4.4.2曾提到过，布朗运动的轨道没有有界变差，因此不能直接采用 Lebesgue积分。这里的记
号 ft = f(t, ·)，Aω = A·(ω)，实分析里乘积测度那一章节把这个叫做函数的截面。

我们将按照以下思路逐步定义出（有限区间 [0, t]上）布朗运动的积分。

Step 1. 对于 [0, t]上的阶梯函数：取分割∆ : 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = t，

f(s) =
n∑

j=1

xj−1I{tj−1<s⩽tj}

那么我们定义： ∫ t

0

f(s)dBs
def
=

n∑
j=1

fj−1(Btj −Btj−1)

Step 2. 记 Ft = σ(Bs, 0 ⩽ s ⩽ t)，则 ∫ t

0

f(s)dBs ∈ Ft

Step 3. 可直接拆开计算验证以下两个式子成立：

E
[∫ t

0

f(s)dBs

]
= 0

E

[(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]
=

∫ t

0

|f(s)|2ds

Step 4. 如果 g也是阶梯函数（不必与 f 同分割），则 f − g也是一个阶梯函数，从而

E

[∣∣∣∣∫ t

0

f(s)dBs −
∫ t

0

g(s)dBs

∣∣∣∣2
]
=

∫ t

0

|f(s)− g(s)|2ds

Step 5. 阶梯函数在 L2[0, t]上是稠密的，所以对于 t0 ∈ [0, t]，任取 h ∈ L2[0, t0]，都存在一列阶梯函数 fn 满足

lim
n→∞

∫ t0

0

|f(s)− fn(s)|2ds = 0

Step 6. 由 Step 4，可知

E

[∣∣∣∣∫ t

0

fn(s)dBs −
∫ t

0

gm(s)dBs

∣∣∣∣2
]
=

∫ t

0

|fn(s)− fm(s)|2ds → 0 as n → ∞

因此， {∫ t

0

fn(s)dBs, n ∈ N
}

是 L2(Ω,Ft,P)中的柯西列。因此，存在平方可积的 r.v.U 满足：

lim
n→∞

E

[∣∣∣∣∫ t

0

fn(s)dBs − U

∣∣∣∣2
]
= 0

于是我们定义： ∫ t

0

h(s)dBs
def
= U =

∫ t

0

fn(s)dBs的 L2 极限
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4.7.2 L2可积实函数对 B.M.积分的性质

我们本小节先介绍对于 f ∈ L2[0, T ]积分的性质。给定区间 [0, T ]，对于 t ∈ [0, T ]，记 Ft = σ(Bs, 0 ⩽ s ⩽ t)，

Xt
def
=

∫ t

0

f(s)dBs

命题 4.7.1

E[|Xt|2] =
∫ t

0

[f(s)]2ds

命题 4.7.2
对于 ∀g ∈ L2[0, T ]，

E
[∫ t

0

f(s)dBs

∫ t

0

g(s)dBs

]
=

∫ t

0

f(s)g(s)ds

命题 4.7.3 ∫ t

0

f(s)dBs ∼ N(0,

∫ t

0

[f(s)]2ds)

命题 4.7.4
{Xt, t ∈ [0, T ]}关于 t连续。

命题 4.7.5
{Xt, t ∈ [0, T ]}关于 {Ft, t ∈ [0, T ]}是连续平方可积鞅，从而 E[Xt] = E[X0] = 0.

命题 4.7.6
任取分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T，离散过程 {Xti , i = 0, · · · , n}关于 {Fti}为鞅。

4.7.3 随机过程对 B.M.积分的定义

我们在第一小节中，仅仅定义了 h ∈ L2[0, t]关于布朗运动 (Bs)的积分，但 h是与 ω 无关的实函数，所以

最后我们本小节进一步推广到满足以下条件的随机过程：

L2
C,t =

{
φ = (φ(s), s ⩾ 0) : φ关于 s连续，φ(s) ∈ Fs = σ(Bu, 0 ⩽ u ⩽ s)，并且 E

[∫ t

0

|φ(s)|2ds < +∞
] }

而 (Bs), (B
2
s ), · · · ∈ L2

C,T，根据多项式函数在连续函数中的 L2稠密性，我们便可以定义形如以下形式的积分了：∫ t

0

f(Bs)dBs

其中 f : R → R是连续函数。

4.7.3.1 定义
∫ t

0
BsdBs

Step 1.任取一个分割∆n : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t，定义如下过程（即自变量是 t和 ω的函数）：

fn(s) =

{
B0 , 0 ⩽ s ⩽ t1

Bti , ti < s ⩽ ti+1, i ∈ {1, 2, · · · , n− 1}
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并定义其积分为： ∫ t

0

fn(s)dBs =
n−1∑
i=0

Bti(Bti+1 −Bti)

那么它有如下性质。

命题 4.7.7
(1). ∫ t

0

fn(s)dBs ∈ Ft

(2).

E
[∫ t

0

fn(s)dBs

]
=

n−1∑
i=1

E[Bti(Bti+1
−Bti)] = 0

(3).

E

[(∫ t

0

fn(s)dBs

)2
]
= E

[∫ t

0

[fn(s)]
2ds

]

Step 2.再取一个 fm，其对应的分割是m段的 ∆m，则

E

[∣∣∣∣∫ t

0

fn(s)dBs −
∫ t

0

fm(s)dBs

∣∣∣∣2
]
= E

[∣∣∣∣∫ t

0

fn(s)− fm(s)dBs

∣∣∣∣2
]
= E

[∫ t

0

|fn(s)− fm(s)|2 ds
]

Step 3.记 |∆n|为分割∆n 中的最大区间长度，考虑

E
[∫ t

0

|fn(s)−Bs|2 ds
]
=

∫ t

0

E
[
|fn(s)−Bs|2

]
ds

=

∫ t

0

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(Bti−1
−Bs)I{s∈[ti−1,ti]}

∣∣∣∣∣
2
 ds

⩽
∫ t

0

E

[
n∑

i=1

|Bti−1 −Bs|2I{s∈[ti−1,ti]}

]
ds

⩽
∫ t

0

E

[
n∑

i=1

|Bti−1
−Bti |2I{s∈[ti−1,ti]}

]
ds

⩽
∫ t

0

n∑
i=1

(ti − ti−1)I{s∈[ti−1,ti]}ds

=
n∑

i=1

(ti − ti−1)
2 → 0 as |∆n| → 0

所以 |∆n| → 0时， {∫ t

0

fn(s)dBs

}
是 (Ω,Ft,P)中的柯西列，其极限（不依赖于具体∆n 的选取）就定义为∫ t

0

BsdBs

4.7.3.2 一般情形

我们考虑过程 {ft : t ⩾ 0}，其满足：
(A1) ft ∈ Ft.
(A2) t 7→ ft(ω)连续。
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(A3) 对于 ∀t > 0，任取分割∆(t) : 0 = s0 < s1 < · · · < sn = t，

lim
|∆(t)|→0

n−1∑
i=0

∫ si+1

si

E[(fu − fsi)
2]du = 0

那么可以证明，∀t ⩾ 0，存在 Xt 使得

lim
|∆(t)|→0

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

fsi · (Bsi+1 −Bsi)−Xt

∣∣∣∣∣
2
 = 0

于是我们定义：

Xt =

∫ t

0

fsdBs

下面介绍一些基本性质。

命题 4.7.8
(1). {Xt}轨道连续。
(2). 线性： ∫ t

0

afs + bgsdBs = a

∫ t

0

fsdBs + b

∫ t

0

gsdBs

(3). E[
∫ t

0
fsdBs] = 0.

(4). ∀0 ⩽ s ⩽ t，

E
[∫ s

0

fudBu

∫ t

0

gudBu

]
=

∫ s

0

E[fugu]du

(5). X 关于 {Ft}是鞅。

例 4.7.1.

从定义出发，证明
∫ t

0
BsdBs =

1
2 (B

2
t − t).

解答：分析定义，我们应当取 ft = Bt，并且任取分割∆ : 0 = s0 < s1 < · · · < sn = t，

lim
|∆|→0

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

Bsi · (Bsi+1
−Bsi)−Xt

∣∣∣∣∣
2
 = 0

其中 Xt =
1
2 (B

2
t − t)，注意到

n−1∑
i=0

2Bsi · (Bsi+1
−Bsi) =

n−1∑
i=0

[B2
si+1

−B2
si − (Bsi+1 −Bsi)

2]

= B2
t −

n−1∑
i=0

(Bsi+1 −Bsi)
2

所以我们只需证明：

lim
|∆|→0

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

(Bsi+1
−Bsi)

2 − t

∣∣∣∣∣
2
 = 0

（从这里开始是作业 15.1）直接拆开算就行。

4.7.4 Itô公式

我猜这一段讲义的意思是这样的。

首先，对于一个随机过程 {Xt}，其微分具有以下形式

dXt = utdt+ f(t)dBt
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其中，u = {us, s ⩾ 0}轨道连续，适应 Fs = σ(Bu, 0 ⩽ u ⩽ s)，f = {ft, t ⩾ 0}满足条件 (A1)‑(A3)。然而并不
知道 X 需要满足什么条件才能保证这样的 u, f 存在。

然后，我们已经证明过了：

d(B2
t ) = 2BtdBt + dt

所以，我们猜测存在这样一个公式：

d(g(Bt)) = g′(Bt)dBt +
1

2
g′′(Bt)dt

实际上还真就是如此。

定理 4.7.1
g : R → R有界，三阶连续可导，所有导函数也有界，记 f(t) = Bt(ω)，分割∆ : 0 = s0 < s1 < · · · <

sn = t，则有

g(f(t))− g(f(0)) =
n−1∑
i=0

[g(f(si+1))− g(f(si))]

=
n−1∑
i=0

(g′(f(si))[f(si+1)− f(si)])

+
n−1∑
i=0

(
1

2
g′′(f(si))[f(si+1)− f(si)]

2

)

+
n−1∑
i=0

(
1

6
g′′′(ξi)[f(si+1)− f(si)]

3

)
= I∆1 + I∆2 + I∆3

那么

lim
|∆|→0

I∆1 =

∫ t

0

g′(Bs)dBs

lim
|∆|→0

I∆2 =
1

2

∫ t

0

g′′(Bs)dBs

lim
|∆|→0

I∆3 = 0

因此，

g(Bt)− g(0) =

∫ t

0

g′(Bs)dBs +
1

2

∫ t

0

g′′(Bs)dBs

写成微分形式：

d(g(Bt)) = g′(Bt)dBt +
1

2
g′′(Bt)dt

然后，我们承认以下事实：

(dBt)
2 = dt

并且，(dt)2、(dtdBt)相对于 dt都是高阶无穷小。讲义里给出了直观理解方式：

lim
|∆|→0

∑
[ti+1 − ti]

2 =
∑

(dt)2 = 0

lim
|∆|→0

∑
[Bti+1

−Bti ]
2 =

∑
(dBt)

2 = t

最后，是一个推广的结论。

第 105页



第 4章 布朗运动 4.7 随机积分介绍 *

定理 4.7.2
g(t, x) : [0,+∞)× R → R二阶导函数连续，令 Yt = g(t,Xt)，则

Yt = Y0 +

∫ t

0

∂tg(s,Xs)ds+

∫ t

0

∂xg(s,Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

∂2
xxg(s,Xs)(dXs)

2

其中，

(dXt)
2 = (utdt)

2 + 2utdt · ftdBt + (ftdBt)
2 = f2

t dt

完全展开之后的形式为：

Yt = Y0 +

∫ t

0

∂tg(s,Xs)ds+

∫ t

0

∂xg(s,Xs) · usds+

∫ t

0

∂xg(s,Xs) · fsdBs +
1

2

∫ t

0

∂2
xxg(s,Xs)f

2
s ds

以下是一些应用的例子。

例 4.7.2.

设 Xt = Bt，f(t, x) = x2

2 ，Yt = f(Xt) =
1
2B

2
t，则

dYt =
∂f

∂t
(Xt)dt+

∂f

∂x
(Xt)dXt +

1

2

∂2f

∂x2
(Xt)(dXt)

2

= 0 +XtdXt +
1

2
dt

= BtdBt +
1

2
dt

所以
1

2
B2

t =

∫ t

0

BsdBs +
1

2
t

例 4.7.3.

证明：

tBt −
∫ t

0

Bsds =

∫ t

0

sdBs

解答：思路：取 f(t, x) = tx，Yt = f(t, Bt)，代入公式计算即可。

例 4.7.4.

设 St 满足下列随机微分方程：

dSt = σStdBt + rStdt

其中 σ, r > 0，边界 S0 = 1，利用 Itô公式求解 St，并验证 e−rtSt 为鞅。

解答：设存在二阶可导连续 g(t, x)使得 St = g(t, Bt)，则

dSt = ∂tg(t, Bt)dt+ ∂xg(t, Bt)dBt +
1

2
∂2
xxg(t, Bt)dt

从而得到偏微分方程组： {
∂tg + ∂2

xxg = rg

∂xg = σg

以及边界 g(0, 0) = 1，最后可解得

St = e(r−
1
2σ

2)t+σBt
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第 5章连续时间鞅

本章内容主要来自 Le gall chapter3，有些英文术语我也找不到很合适的翻译，就按照自己顺口的习惯翻译
了，并且标注了原文。

 5.1 滤流

开始这一章之前，我们先阐明滤流和随机过程的详细定义。我们以下默认在概率空间 (Ω,F ,P)上讨论，并
且取指标集 I = [0,+∞].

定义 5.1.1 (滤流)

♣

一族 σ‑域 (Ft)t⩾0 满足：

∀t ∈ [0,+∞],Ft ⊂ F

∀0 ⩽ s ⩽ t,F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ F∞

则称 (Ft)t⩾0 是一个滤流 (filtration)，也称 (Ω,F , (Ft),P)为滤流概率空间 (filtered probability space).

例 5.1.1.

对于随机过程 X = (Xt)t⩾0，我们取

FX
t = σ(Xs, 0 ⩽ s ⩽ t)

且 FX
∞ = σ(Xs, s ⩾ 0)，那么 (FX

t )t⩾0 就是一个滤流，被称为 X 的正规滤流 (canonical filtration).

定义 5.1.2 (右连续的滤流)

♣

对于滤流 (Ft)t⩾0，定义：

Ft+ =
⋂
s>t

Fs, F∞+ = F∞

如果 ∀t ⩾ 0，Ft+ = Ft，称滤流 (Ft)t⩾0 是右连续的。

(Ft+)t⩾0 就是一个右连续的滤流。
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定义 5.1.3 (完备的滤流)

♣

对于滤流 (Ft)t⩾0，记 N 为测度空间 (Ω,F∞,P)上的所有零测集的子集，即

N = {A ⊂ Ω : ∃A′ ∈ F∞ s.t. A ⊂ A′,P(A′) = 0}

如果 N ⊂ F0，则称 (Ft)t⩾0 是完备的。

如果滤流 (Ft)t⩾0 不完备，我们可以定义 F ′
t 为包含 Ft 和 σ(N)的最小 σ‑域，记作

F ′
t = Ft ∨ σ(N), ∀t ⩾ 0

则 (F ′
t)t⩾0 是完备的，称为滤流 (Ft)t⩾0 的完备化。

定义 5.1.4 (可测、适应、循序)

♣

对于随机过程 X = (Xt)t⩾0，Xt 在可测空间 (E, E)上取值，如果映射

f : (Ω× R+,F ⊗ B(R+)) → (E, E)

(ω, t) 7→ Xt(w)

是可测的，则称随机过程 X 是可测的 (measurable).
对于随机过程X = (Xt)t⩾0，滤流 (Ft)t⩾0，如果 ∀t ⩾ 0，Xt是Ft‑可测的，那么称X是（关于 (Ft)t⩾0

的）适应的 (adapted).
如果映射

g : (Ω× [0, t],Ft ⊗ B([0, t])) → (E, E)

(ω, s) 7→ Xs(w)

是可测的，则称 X 是循序的 (progressive).

命题 5.1.1
随机过程X = (Xt)t⩾0在度量空间 (E, d)（取 Borel σ‑域得到可测空间）上取值，X关于滤流 (Ft)t⩾0

适应，并且 X 的样本轨道是右连续或者左连续的，则 X 是循序的。

证明 只说明一下右连续的情况，左连续类似。固定 t > 0，∀n ⩾ 1, s ∈ [0, t]，取 r.v.

Xn
s

def
= X kt

n
, where t s.t. s ∈

[
(k − 1)t

n
,
kt

n

)
, k ∈ {1, 2, · · · , n}

并且 Xn
t = Xt，样本轨道右连续确保了：∀s ∈ [0, t], ω ∈ Ω，

Xs(ω) lim
n→∞

Xn
s (ω)

那么任取 Borel集 A ⊂ E，

{(ω, s) ∈ Ω× [0, t] : Xn
s (ω) ∈ A}

=({Xt ∈ A} × {t})
⋃(

n⋃
k=1

(
{X kt

n
∈ A} ×

[
(k − 1)t

n
,
kt

n

)))
后者属于 Ft ⊗ B([0, t])，因此 ∀n ⩾ 1，映射：

(Ω× [0, t],Ft ⊗ B([0, t])) → (E,B(E))

(ω, s) 7→ Xn
s (ω)

是可测的。由于可测函数的逐点极限也是可测的，这就说明 X 是渐进的。 □
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定义 5.1.5 (循序 σ‑域)

♣

固定 A ∈ F ⊗ B(R+)，并令XA
t (ω) = IA(ω, t)，所有使得随机过程X = (XA

t )t⩾0是循序过程的集合

A，组成了一个 σ‑域，记作 P，称之为循序 σ‑域。

 5.2 停时

先来回顾一下停时相关的定义。

定义 5.2.1 (停时)

♣

对于滤流 (Ft)t⩾0，随机变量 T 在 [0,+∞]上取值，如果 ∀t ⩾ 0，{T ⩽ t} ∈ Ft，则称 T 是一个（关

于滤流 (Ft)t⩾0）的停时。

在本章的剩余内容中，如无特殊说明，默认停时 T 都是关于滤流 (Ft)t⩾0 的。

推论 5.2.1

♥

T 是关于滤流 (Ft)t⩾0 的停时，则有

{T < t} =
⋂

q∈Q,q<t

{T ⩽ q} ∈ Ft

{T < +∞} =
⋃

q∈Q,q⩾0

{T ⩽ q} ∈ F∞

定义 5.2.2 (停时前 σ‑域)

♣

T 是关于滤流 (Ft)t⩾0 的停时，

FT = {A ∈ F∞ : ∀t ⩾ 0, A ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft}

则 FT 是一个 σ‑域，称为 T 前 σ‑域。

定理 5.2.1
T : Ω → [0,+∞]是随机变量，则以下结论等价：

(1). T 关于 (Ft+)t⩾0 是停时。

(2). ∀t > 0，{T < t} ∈ Ft.
(3). ∀t > 0，T ∧ t是 Ft 可测的。

证明 (1) ⇒ (2)：∀t ⩾ 0，

{T < t} =
⋃

q∈Q,q>0

{T ⩽ t− q} ∈ Ft

(2) ⇒ (1)：∀t ⩾ 0，∀s > t，

{T > t} =
⋂

q∈Q,q>0

{T ⩾ t+ q} ∈ Ft+

(2) ⇒ (3)：∀s < t，

{T ∧ t ⩽ s} = {T ⩽ s} ∪ {t ⩽ s} = {T ⩽ s} ∈ Fs ⊂ Ft

(3) ⇒ (2)：∀t ⩾ 0，

{T < t} =
⋂

q∈[0,t]∩Q

{T ⩽ t− q} =
⋂

q∈[0,t]∩Q

{T ∧ t ⩽ t− q} ∈ Ft

□
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推论 5.2.2

♥
T 是关于滤流 (Ft)t⩾0 的停时，则 T 也是关于滤流 (Ft+)t⩾0 的停时。

定理 5.2.2
T 是关于滤流 (Ft)t⩾0 的停时，则

{A ∈ F∞ : ∀t ⩾ 0, A ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft+} = {A ∈ F∞ : ∀t ⩾ 0, A ∩ {T < t} ∈ Ft}

我们将上述 σ‑域记作 FT+.

证明 设 A ∈ GT，则

A ∩ {T < t} = A ∩

 ⋃
q∈Q,q>0

{T ⩽ t− q}

 =
⋃

q∈Q,q>0

(A ∩ {T ⩽ t− q}) ∈ Ft

所以 GT ⊂ FT+；反之，设 A ∈ FT+，

A ∩ {T ⩽ t} = A ∩

 ⋂
q∈Q,q>0

{T < t+ q}

 =
⋂

q∈Q,q>0

(A ∩ {T < t+ q}) ∈ Ft+

所以 FT+ ⊂ GT . □

命题 5.2.1 (停时的性质总结)
T 是关于滤流 (Ft)t⩾0 的停时，下文中出现的停时如无特殊说明，默认是关于滤流 (Ft)t⩾0 的停时。

(1). FT ⊂ FT+，如果 (Ft)右连续，则 FT+ = FT .
(2). 如果 T = t为常数，则 FT = Ft，且 FT+ = Ft+.
(3). T 是 FT ‑可测的。
(4). 如果 A ∈ F∞，令

TA(ω) =

{
T (ω) , ω ∈ A

+∞ , ω /∈ A

则 A是 FT 可测的当且仅当 TA 是停时。

(5). S 也是停时，且 S ⩽ T，那么 FS ⊂ FT，且 FS+ ⊂ FT+.
(6). S也是停时，则 S∧T 和 S∨T 都是停时，并且FS∧T = FS∩FT，{S ⩽ T} ∈ FS∧T，{S = T} ∈ FS∧T .
(7). {Sn}n⩾1 是一列单调递增的停时，则 S = lim

n→∞
Sn 也是停时。

(8). {Sn}n⩾1 是一列单调递减的停时，则 S = lim
n→∞

Sn 是关于 (Ft+)的停时，并且

FS+ =
∞⋂

n=1

FSn+

(9). {Sn}n⩾1是一列单调递减的停时，S = lim
n→∞

Sn，而且 ∀ω，都存在N(ω)使得 ∀n > N(ω)有Sn(ω) = S，

则

FS =
∞⋂

n=1

FSn

(10). (E, E)是一个可测空间，对于映射

Y : {T < +∞} → E,ω 7→ Y (ω)

定义

Yt : {T ⩽ t} → E,ω 7→ Y (ω)

为 Y 在 {T ⩽ t}上的限制。那么，Y 是 FT ‑可测的当且仅当 ∀t ⩾ 0，Yt 是 Ft‑可测的。

证明 基本上都是验证定义以及利用定理 5.2.1和定理 5.2.2得到的。
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(1). 我们熟知 Ft ⊂ Ft+，那么

FT+ = {A ∈ F∞ : ∀t ⩾ 0, A ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft+} ⊃ {A ∈ F∞ : ∀t ⩾ 0, A ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft} = FT

如果 Ft+ = Ft，则上式中两个集合相等。

(2). 如果 T = t是常数，则 A ∈ FT ⇔ ∀s ⩾ t, A ∈ Fs ⇔ A ∈ Ft，所以 FT = Ft；A ∈ FT ⇐ ∀s > t,A ∈ Fs ⇔
A ∈ Ft+.

(3). ∀s ⩾ 0，∀t ⩾ 0，

{T ⩽ s} ∩ {T ⩽ t} = {T ⩽ s ∧ t} ∈ Ft

所以 {T ⩽ s} ∈ FT，故 T 是 FT ‑可测的。
(4). 注意到 {TA ⩽ t} = A ∩ {T ⩽ t}.
(5). 注意到 {T ⩽ t} ⊂ {S ⩽ t}，所以

A ∩ {T ⩽ t} = A ∩ {S ⩽ t} ∩ {T ⩽ t}

如果A ∈ FS，则A∩{S ⩽ t} ∈ Ft，{T ⩽ t} ∈ Ft；如果A ∈ FS+，则A∩{S ⩽ t} ∈ Ft+，{T ⩽ t} ∈ Ft ⊂ Ft+.
(6). ∀t ⩾ 0，

{S ∧ T ⩽ t} = {S ⩽ t} ∪ {T ⩽ t} ∈ Ft

{S ∨ T ⩽ t} = {S ⩽ t} ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft

所以这俩是停时；由 (5)可知 FS∧T ⊂ FS ∩ FT，另一方面。如果 A ∈ FS ∩ FT，则

A ∩ {S ∧ T ⩽ t} = (A ∩ {S ⩽ t}) ∩ (A ∩ {T ⩽ t}) ∈ Ft

所以 FS ∩ FT ⊂ FS∧T；（待补充）

(7). Sn ↗ S，则

{S ⩽ t} =
∞⋂

n=1

{Sn ⩽ t} ∈ Ft

(8). Sn ↘ S，则

{S < t} =
∞⋃

n=1

{Sn < t} ∈ Ft

所以 S ∈ Ft+；因为 FS+ ⊂ FSn+，所以

FS+ ⊂
∞⋂

n=1

FSn+

另一方面，如果 A ∈ FSn+, ∀n，则 ∀t，

A ∩ S < t =
∞⋃

n=1

(A ∩ {Sn < t}) ∈ Ft

(9). 如果 A ∈ FS，

{S ⩽ t} =
∞⋃

n=1

{Sn ⩽ t} ∈ Ft

则 S 关于 (Ft)是停时；FS ⊂ FSn，所以

FS ⊂
∞⋂

n=1

FSn

反之，如果 A ∈ FSn，则

A ∩ {S ⩽ t} =
∞⋃

n=1

(A ∩ {Sn ⩽ t}) ∈ Ft
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(10). 假设 Y 限制在集合 {T ⩽ t}上是关于 Ft‑可测的，则对于 A ∈ B(E)，

{Y ∈ A} ∩ {T ⩽ t} ∈ Ft, ∀t ⩾ 0

此即 {Y ∈ A} ∈ FT . 反之类似。
□

定理 5.2.3
T 是停时，随机变量 S : Ω → [0,+∞]是 FT ‑可测的，且满足 S ⩾ T，则 S 也是停时。

证明 利用

{S ⩽ t} = {S ⩽ t} ∪ {T ⩽ t}

其中 {S ⩽ t} ∈ FT，所以右式 ∈ Ft. □

推论 5.2.3

♥

T 是停时，那么 ∀n ∈ N+，

Tn =
∞∑
k=0

k + 1

2n
I{k·2−n<T⩽(k+1)·2−n} +∞ · I{T=+∞}

也是停时，而且 Tn ↘ T .

例 5.2.1.

随机过程X = (Xt)t⩾0适应 (Ft)t⩾0，在度量空间 (E, d)上取值，X 的轨道连续，F ⊂ E为闭集，则

TF = inf{t ⩾ 0 : Xt ∈ F}

是一个停时。

证明 只需注意到

{TF ⩽ t} =
⋃

s∈[0,t]

{Xs ∈ F}

= { inf
s∈[0,t]

d(Xs, F ) = 0}

= { inf
s∈[0,t]∩Q

d(Xs, F ) = 0} ∈ Ft

这里利用了轨道和度量函数 d的连续性，将不可数并转化为了可数并。 □

例 5.2.2.

随机过程 X = (Xt)t⩾0 适应 (Ft)t⩾0，在度量空间 (E, d)上取值，X 的轨道右连续，O ⊂ E 为开集，

则

TO = inf{t ⩾ 0 : Xt ∈ O}

是一个关于 (Ft+)的停时。

证明 只需注意到

{TO < t} =
⋃

s∈[0,t)∩Q

{Xs ∈ O} ∈ Ft

再利用定理 5.2.1即可。 □
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 5.3 鞅的定义与基本性质

在本章的是剩余内容中，默认随机过程在 R上取值。

定义 5.3.1

♣

X = (Xt)t⩾0 适应 (Ft)t⩾0，且 ∀t,Xt ∈ L1，如果

∀0 ⩽ s < t,E[Xt|Fs] = Xs

则称X 是（连续时间）鞅。如果把上式中的等号替换为小于等于号、大于等于号，则称之为上鞅、下鞅。

例 5.3.1.

随机过程 Z = (Zt)t⩾0 在 R上取值，适应 (Ft)，并且有独立增量，即：∀0 ⩽ s < t，Zt − Zs 独立于

Fs. 那么
(1). 如果 ∀t ⩾ 0, Zt ∈ L1，则 Z̃t = Zt − E[Zt]是鞅。

(2). 如果 ∀t ⩾ 0, Zt ∈ L2，则 Ỹt = Z̃2
t − E[Z̃2

t ]是鞅。

(3). 如果存在 θ ∈ R使得 ∀t ⩾ 0,E[eθZt ] < +∞，则

Xt =
eθZt

E[eθZt ]

是鞅。

证明 可积性和适应性显然，不再赘述，我们直接验证鞅的最后一条定义。对于 ∀t ⩾ 0，我们记 µt = E[Zt]，那

么对于 ∀s > 0，

E[Z̃t+s|Ft] = E[Zt+s|Ft]− µt+s

= E[Zt+s − Zt|Ft] + E[Zt|Ft]− µt+s

= E[Zt+s − Zt] + Zt − µt+s

= µt+s − µt + Zt − µt+s = Zt − µt = Z̃t

E[Ỹt+s|Ft] = E[(Zt+s − µt+s)
2|Ft]− E[(Zt+s − µt+s)

2]

= E[(Zt+s − Zt + Zt − µt+s)
2|Ft]− E[Z2

t+s] + µ2
t+s

= E[(Zt+s − Zt)
2 + (Zt − µt+s)

2 + 2(Zt+s − Zt)(Zt − µt+s)|Ft]− E[Z2
t+s] + µ2

t+s

= E[(Zt+s − Zt)
2] + (Zt − µt+s)

2 + 2(Zt − µt+s)E[(Zt+s − Zt)]− E[Z2
t+s] + µ2

t+s

= E[−2(Zt+s − Zt)Zt − Z2
t + Z2

t+s] + (Zt − µt+s)
2 + 2(Zt − µt+s)(µt+s − µt)− E[Z2

t+s] + µ2
t+s

= −2(µt+s − µt)µt − E[Z2
t ] + E[Z2

t+s] + (Zt − µt+s)
2 + 2(Zt − µt+s)(µt+s − µt)− E[Z2

t+s] + µ2
t+s

（全拆开之后消了很多项）

= Z2
t − 2µtZt − E[Z2

t ]

= (Zt − µt)
2 + E[Z2

t ]− µ2
t = Ỹt

E[Xt+s|Ft] =
E[eθZt+s |Ft]

E[eθZt+s ]

=
E[eθ(Zt+s−Zt)eθZt |Ft]

E[eθZt+s ]

=
E[eθ(Zt+s−Zt)]eθZt

E[eθZt+s ]
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=
E[eθ(Zt+s−Zt)]E[eθZt ]eθZt

E[eθZt+s ]E[eθZt ]

=
E[eθZt+s ]eθZt

E[eθZt+s ]E[eθZt ]

=
eθZt

E[eθZt ]
= Xt

□
我们之前介绍过的 Poisson过程和布朗运动就具有独立增量，因此我们得到了如下例子。

例 5.3.2. 由 Poisson过程生成的鞅

N = (Nt)t⩾0 是一个参数为 λ的 Poisson过程，并设

Ft = σ(Ns, 0 ⩽ s ⩽ t), t ⩾ 0

那么：

(1). Mt = Nt − λt是一个鞅。

(2). Zt = (Nt − λt)2 − λt是一个鞅。

(3). 对于 α > 0，设 β = (eα − 1)λ，则

Lt = exp{αNt − βt}, t ⩾ 0

是一个鞅。

证明

E[eαNt ] =
∞∑
k=0

e−λeαk
λk

k!
= eλ(e

α−1)

□

例 5.3.3. 由布朗运动生成的鞅

B = (Bt)t⩾0 是一个布朗运动，并设

Ft = σ(Bs, 0 ⩽ s ⩽ t), t ⩾ 0

那么 ∀θ ∈ R，
Xt = exp

{
θBt −

1

2
θ2t

}
是一个鞅。

证明

E[eθBt ] =

∫ +∞

−∞

1√
2πt

e
1
2 tθ

2

e
1
2t (x−tθ)2dx = e

1
2 θ

2t

□

定理 5.3.1 (关于凸函数)
f : R → R是一个有界凸函数，则

(1). X = (Xt)t⩾0 是一个鞅，则 f(Xt)是一个下鞅。

(2). X = (Xt)t⩾0 是一个下鞅，且 f 单调递增，则 f(Xt)是一个下鞅。

证明 琴生不等式易证。 □
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我们经常取凸函数 f(x) = |x|p 和 f(x) = x+.

定理 5.3.2
X = (Xt)t⩾0 是一个下鞅，那么 ∀t ⩾ 0，

sup
0⩽s⩽t

E[|Xs|] < +∞

上鞅也有同样的结论。

证明 我们分别考虑 Xs 的正部和负部，根据定理 5.3.1，(X+
s )s⩾0 是一个下鞅，所以 ∀s ⩽ t，

E[X+
s ] ⩽ E[X+

t ]

另一方面，

E[X−
s ] = E[X+

s ]− E[Xs] ⩽ E[X+
t ]− E[X0]

于是

sup
0⩽s⩽t

E[|Xs|] = sup
0⩽s⩽t

(E[X+
s ] + E[X−

s ]) ⩽ 2E[X+
t ]− E[X0] < +∞

□

定理 5.3.3 (两个不等式)
X = (Xt)t⩾0 为上鞅，且其轨道右连续，则我们有以下结论：

(1). 最大值不等式：对于 ∀λ > 0，有

P
(

sup
0⩽s⩽t

|Xs| > λ

)
⩽ 1

λ
(2E[|Xt|] + E[|X0|])

(2). Doob不等式：对于 p > 1和 t > 0，有

E
[
sup

0⩽s⩽t
|Xs|p

]
⩽
(

p

p− 1

)p

E[|Xt|p]

证明 我们的思路是用离散鞅来逼近连续鞅。首先，固定 t > 0，取 D 是 [0, t]的可数稠密子集，并且满足 0 ∈
D, t ∈ D，设有一列集合 Dm ↗ D，其中 Dm 具有以下形式：

Dm = {0 = tm0 < tm1 < · · · < tmm = t}

固定m，我们考虑 {Yn = Xtn∧m
, n ∈ N+}，这是一个关于 (Gt = Ftn∧m

)的上鞅，利用离散鞅的定理 1.6.1，

λP( sup
s∈Dm

|Xs| > λ) ⩽ E[|X0|] + 2E[|Xt|]

由概率测度的上连续性，

P(sup
s∈D

|Xs| > λ) = lim
m→∞

P( sup
s∈Dm

|Xs| > λ) ⩽ 1

λ
(E[|X0|] + 2E[|Xt|])

Xs 的轨道右连续，所以

P( sup
s∈[0,t]

|Xs| > λ) = P(sup
s∈D

|Xs| > λ) ⩽ 1

λ
(E[|X0|] + 2E[|Xt|])

第二个结论类似，利用离散情形的定理 1.6.2即可。 □
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 5.4 鞅的收敛性

5.4.1 轨道修正

在鞅的定义中，我们没有对轨道 t 7→ Xt(ω)的连续性作任何要求，这导致我们无法从“离散”来逼近“连

续”（在布朗运动那一章我们经常使用这个技巧）。本小节的目的在于介绍某些情况下可以对鞅的轨道进行修正，

从而使得其具有良好的轨道性质。

定义 5.4.1 (上穿次数)

♣

对于函数 f : I → R，其中 I ⊂ R+，a < b为常数，定义 f 在 I 上关于区间 (a, b)的上穿次数：

Mf
a,b(I)

def
= sup{k ∈ N+ : ∃{s1 < t1 < s2 < t2 < · · · < sk < tk} ⊂ I s.t. f(si) ⩽ a, f(ti) ⩾ b, ∀i ∈ [k]}

如果右侧集合为空集，就取Mf
a,b(I) = 0，即没有穿越出区间 (a, b).

下面是一个分析的结论。

引理 5.4.1

♥

D
dense
⊂ R+，f : D → R，设对于任意的 t ∈ D，都有：

1◦ f 在 D ∩ [0, t]上有界；

2◦ 任取有理数 a < b，都有：

Mf
a,b(D ∩ [0, t]) < +∞

那么如下左、右极限存在：

f(t−) = lim
D∋s↗t

f(s), ∀t > 0

f(t+) = lim
D∋s↘t

f(s), ∀t ⩽ 0

进一步地，定义 g(t) = f(t+)，则 g(t)右连续且左极限存在，简称右连左极 (càdlàg，RCLL)。

证明 （反证）假设对于某个 t > 0，左极限不存在，那么存在有理数 a < b使得

liminf
D∋s↗f

f(s) < a < b < limsup
D∋s↗f

f(s)

这表明Mf
a,b(D ∩ [0, t]) = ∞，矛盾。

右极限的情形类似。 □

定理 5.4.1

X = (Xt)t⩾0 为一个关于 (Ft)t⩾0 的（上）鞅，D
dense
⊂ R+，那么

(1). 以下极限 a.s.存在：
f(t−) = lim

D∋s↗t
f(s), ∀t > 0

f(t+) = lim
D∋s↘t

f(s), ∀t ⩽ 0

(2). 对于 t ⩾ 0，Xt+ ∈ L1 且

Xt ⩾ E[Xt+|Ft]

其中等号成立当且仅当 t 7→ E[Xt]右连续。

因此，(Xt+)t⩾0 是一个关于 (Ft+)t⩾0 的（上）鞅。
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证明 (1).固定 t ∈ D，由最大值不等式可得

P( sup
s∈D∩[0,t]

|Xs| > λ) ⩽ 1

λ
(2E[|XT |] + E[|X0|])

令 λ → ∞可得
sup

s∈D∩[0,t]

|Xs| < +∞

选择 D的一列有限子集 Dm，满足：

0, t ∈ Dm, Dm ↗ D, D ∩ [0, t] =
⋃
m

Dm

而 (Xt)限制在 Dm 上是离散时间鞅，由离散时间鞅的上穿不等式（定理 1.5.1），有

E[MX
a,b(Dm)] ⩽ 1

b− a
E[(XT − a)−]

令m → ∞，由 Fatou引理可得

E[MX
a,b(D ∩ [0, t])] ⩽ liminf

m→∞
E[MX

a,b(Dm)] ⩽ 1

b− a
E[(XT − a)−] < +∞

于是由引理 5.4.1则得证。
(2).定义：

Xt+(ω) =

 lim
D∋s↘t

Xs(ω) ,如果此极限存在

0 ,其他情况

那么，其他情况的集合（是个零测集）可以记作

N =
⋃
t∈D

{ sup
t∈D∩[0,t]

|Xt| = +∞

}
∪

 ⋃
a<b,a,b∈Q

{MX
a,b(D ∩ [0, t]) = +∞}




Step1. 选取 D 3 tn ↘ t, tn > t，由构造可知

Xt+ = lim
n→∞

Xtn

记 Yk = Xt−k
, k ⩽ 0，那么 (Yk)是一个向后鞅，而且

sup
k⩽0

E[|Yk|] = sup
k⩾0

E[|Xtk |] < +∞

那么

Yk
L1

→Y−∞ = Xt+ ∈ L1

Step2. 由 tn > t，

Xt ⩾ E[Xtn |Ft]

令 n → ∞，可得
Xt ⩾ E[Xt+|F + t]

我们希望证明等号成立，那么只需证明：

E[Xt] = E[E[Xt+|F + t]] = E[Xt+]

而

E[Xt+] = E[ lim
n→∞

Xtn ] = lim
n→∞

E[Xtn ] = E[Xt]

Step3. 最后我们说明 (Xt+)是 (Ft+)的上鞅，对于 s < t，取 D中序列 sn ↘ s, tn ↘ t, sn ⩽ tn，取

A ∈ Fs+

⋂
sn

Fsn

那么

A ∈ Fsn , ∀n ⩾ 1
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于是

E[Xs+IA] = E[ lim
n→∞

XsnIA] = lim
n→∞

E[XsnIA]

⩾ lim
n→∞

E[XtnIA]

= E[Xt+IA]

= E[E[Xt+IAFs+]] = E[E[Xt+Fs+]IA]

由此可得：

E[Xt+|Fs+] ⩽ Xs+

鞅的情形类似。

这里利用了一个结论：X,Y 关于 F 可测，那么 X ⩽ Y 当且仅当 E[XIA] ⩽ E[Y IA], ∀A ∈ F . □

定理 5.4.2 (轨道修正)
(Ft)t⩾0 右连续且完备，X = (Xt)t⩾0 是关于 (Ft)t⩾0 的上鞅，且 t 7→ E[Xt]右连续，那么存在一个

(Xt)的修改 (Yt)，其也是一个上鞅，且具有 RCLL轨道。

证明 只需定义 Yt = Xt+(ω)I{ lim
D∋s↘t

Xs(ω)存在}，则 (Yt)是关于 (Ft+) = (Ft)的上鞅，那么

Xt = E[Xt+|Ft] = E[Xt+|Ft+] = Xt+ = Yt a.s.

□

5.4.2 右连续鞅的收敛性

定理 5.4.3 (鞅收敛定理)
X 是上鞅，且有右连续轨道，如果

sup
0⩽t<∞

E[|Xt|] < +∞

那么存在一个随机变量 X∞ ∈ L1，使得

lim
t→∞

Xt(ω) = X∞(ω) a.s.

证明 设 D是 R+的一个可数稠密子集，对于任意的 t ∈ D，有理数 a < b，有

E[MX
a,b(D ∩ [0, t])] ⩽ 1

b− a
E[(XT − a)−] ⩽ 1

b− a

(
sup

0⩽t<∞
E[|Xt|] + a

)
< +∞

令 t → ∞可得
E[MX

a,b(D)] < +∞

从而可得

MX
a,b(D) < +∞ a.s.

所以存在

X∞ = lim
D∋t→∞

a.s.

由 Fatou引理，
E[|X∞|] = E[| lim

D∋t→∞
Xt|] = E[ lim

D∋t→∞
|Xt|] ⩽ liminf

D∋t→∞
E[|Xt|] < +∞

因此 X∞ ∈ L1.
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我们目前只说明了 D上的收敛性，下面将其扩充到 R+上。对于 ∀ε > 0，存在 N，当 D 3 t ⩾ N 时，

|Xt −X∞| ⩽ ε

那么对于任意的 s ⩾ N，存在一系列 sn ∈ D使得 sn ↘ s，因此

|Xsn −X∞| ⩽ ε

令 n → ∞得到
|Xs −X∞| ⩽ ε

□
注意，相比于离散时间鞅的收敛定理（定理 1.5.2），此处多了一个结论：X∞ ∈ L1.

定义 5.4.2

♣

称一个鞅 (Xt)t⩾0 是闭的 (closed)，如果存在一个随机变量 Z ∈ L1，使得

Xt = E[Z|Ft], ∀t ⩾ 0

定理 5.4.4
X = (Xt)t⩾0 是一个鞅，且具有右连续轨道，那么以下结论等价：

(1). X 闭。
(2). {Xt, t ⩾ 0}一致可积。
(3). t → ∞时，Xt 几乎处处收敛，且依 L1 收敛。

证明 (1) ⇒ (2)：由于

Xt = E[Z|Ft], t ⩾ 0

是 Z 生成的“条件期望列”，所以是一致可积的，见推论 1.7.2.
(2) ⇒ (3)：一致可积可得

sup
t⩾0

E[|Xt|] < +∞0

由定理 5.4.3可知 Xt
a.s.→ X∞，结合一致可积性可知 Xt

L1

→X∞

(3) ⇒ (1)：对于 ∀s > t，

Xt = E[Xs|Ft]

令 s → ∞，
Xt = E[X∞|Ft]

这说明 X 闭。 □
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 5.5 鞅的择停定理

这一小节中，我们承认以下命题成立。

命题 5.5.1
X = (Xt)t⩾0 是循序过程，适应 (Ft)t⩾0，T 是关于 (Ft)t⩾0 的停时，则

XT · IT<+∞

是 FT ‑可测的。
进一步地，如果 lim

t→∞
Xt = X∞ ∈ F∞ a.s.，定义

XT (ω) = X∞(ω)I{T (ω)=+∞} +XT (ω)(ω)I{T<+∞}

那么，XT 是 FT ‑可测的。

本节内容中我们大部分情况下假设鞅是在实数（度量）空间上取值、轨道右连续的，而我们在命题 5.1.1说
明过，具有右连续轨道的适应过程是循序过程，所以我们可以直接使用XT ∈ FT 这个结论，以下不再作特殊说

明。

Doob择停定理首先给出了一致可积、右连续情形下的结论。

定理 5.5.1 (Doob择停定理)
X = (Xt)t⩾0 是一致可积鞅，且具有右连续轨道，那么对于任意停时 S ⩽ T，有 XS , XT ∈ L1，且

XS = E[XT |FS ]

特别地，取 T = ∞，那么
XS = E[X∞|FS ]

E[X0] = E[XS ] = E[X∞]

证明 对于任意的 n ∈ N，记

Tn =
∞∑
k=0

k + 1

2n
I{ k

2n <T⩽ k+1
2n } + (+∞) · I{T=+∞}

Sn =
∞∑
k=0

k + 1

2n
I{ k

2n <S⩽ k+1
2n } + (+∞) · I{S=+∞}

这是我们在推论 5.2.3提到的构造，Tn, Sn 都是停时，并且 Tn ↘ T, Sn ↘ S.
记

Y
(n)
k = Xk·2−n , k ⩾ 0

H(n)
k = Fk·2−n

那么 {Y (n)
k }是一致可积的，由离散鞅的择停定理：

XSn
= T

(n)
2n·Sn

= E[Y (n)
2n·Tn

|H(n)
2n·Sn

] = E[XTn
|FSn

]

任取 A ∈ FS ⊂ FSn
，由条件期望的定义，

E[XSn
IA] = E[XTn

IA]

结合轨道的右连续性，我们知道

XS = lim
n→∞

XSn
, XT = lim

n→∞
XTn

a.s.

再结合一致可积性，可知上述收敛在 L1 也成立，因此当 n → ∞时可得

E[XSIA] = E[XT IA], ∀A ∈ FS
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所以 XS = E[XT |FS ]，然后我们接下来证明 XS , XT ∈ L1，注意到

XSn = E[X∞|FSn ], ∀n ∈ N+

所以 XSn
∈ L1，因此 XS ∈ L1. □

如果我们不假设一致可积性，而假设停时有界，也有一样的结论。

定理 5.5.2
X = (Xt)t⩾0 是一个鞅，且具有右连续轨道，如果 S ⩽ T 是两个有界的停时，那么

XS , XT ∈ L1

XS = E[XT |FS ]

证明 不妨设 S ⩽ T ⩽ a，考虑如下的鞅：Yt = E[Xa|Ft] = Xt∧a，所以 Yt 是闭的，进而是一致可积的，可得

YS = E[YT |FS ] ⇔ XS∧a = E[XT∧a|FS ] ⇔ XS = E[XT |FS ]

同时，由于 YS , YT ∈ L1，所以 XS , XT ∈ L1. □
下面这个定理给出了停止鞅 (Xt∧T )和原来的鞅之间的关系。

定理 5.5.3
(Xt)t⩾0 是一个鞅，且具有右连续轨道，T 是停时，那么

(1). (Xt∧T )t⩾0 也是一个鞅。

(2). 如果 (Xt)一致可积，那么 (Xt∧T )一致可积，因此对于 ∀t ⩾ 0，

Xt∧T = E[X∞∧T |Ft] = E[XT |Ft]

证明 我们先说明 (2)，希望证明：
Xt∧T = E[XT |Ft]

对于停时 T，任取常数 t ⩾ 0，T ∧ t也是一个停时，因此Xt∧T ∈ Ft∧T ⊂ Ft，接下来只需证明对于 ∀A ∈ Ft都有

E[Xt∧T IA] = E[XT IA]

注意到

E[Xt∧T IA] = E[Xt∧T IA∩{T⩾t}] + E[Xt∧T IA∩{T<t}]

= E[Xt∧T IA∩{T⩾t}] + E[XT IA∩{T<t}]

所以我们只需证明

E[Xt∧T IA∩{T⩾t}] = E[XT IA∩{T⩾t}]

因为 (Xt)t⩾0 是一致可积鞅，我们对 t ∧ T ⩽ T 这两个停时应用择停定理，可得

Xt∧T = E[XT |Fw∧T ] (⋆)

而对于 A ∈ Ft，因为 {T ⩾ t} ∈ Ft，因此 A ∩ {T ⩾ t} ∈ Ft，同时 ∀s ⩾ 0，

A ∩ {T ⩾ t} ∩ {T ⩽ s} =

 ∅ , t > s

A ∩ {T ⩾ t}
∈Ft⊂Fs

∩{T ⩽ s} , t ⩽ s
∈ Fs

因此 A ∩ {T ⩾ t} ∈ FT，从而 A ∩ {T ⩾ t} ∈ Ft∧T，于是由 (⋆)式可知

E[Xt∧T IA∩{T⩾t}] = E[XT IA∩{T⩾t}]

于是得证。

再来说明 (1)，任取常数 a > 0，那么 Xt∧a = E[Xa|Ft]是一致可积鞅，进而由 (2)可知 Xt∧a∧T 是一致可积

鞅，也就是说，在 t ∈ [0, a]时，Xt∧T 是鞅，令 a → ∞即可。 □
最后，我们给出非负上鞅的择停定理，它也不需要一致可积性的条件。
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定理 5.5.4
Z = (Zt)t⩾0 是非负上鞅，且具有右连续轨道，如果 U ⩽ V 是两个停时，那么 ZU , ZV ∈ L1，且

ZU ⩾ E[ZV |FU ]

证明 先假设 U, V 都是有界停时，即 U ⩽ V ⩽ P，P 为常数，对于 n ∈ N，定义

Un =

⌊P ·2n−1⌋∑
k=0

k + 1

2n
I{ k

2n <U⩽ k+1
2n }

Vn =

⌊P ·2n−1⌋∑
k=0

k + 1

2n
I{ k

2n <V⩽ k+1
2n }

那么 Un ↘ U, Vn ↘ V，结合 (Zt)的有连续性，有

ZUn
→ ZU , ZVn

→ ZV

由离散时间上鞅的 Doob择停定理（有界停时），

ZUn+1
⩾ E[ZUn

|FUn+1
]

此时，令 Yn = ZU−n，以及Hn = FU−n，那么 (Yn)是一个向后上鞅，所以

E[Yn] = E[ZU−n ] ⩽ E[Z0] < +∞

所以 sup
n

E[Yn] < +∞，结合鞅收敛定理，可得 ZUn

L1

→ZU 和 ZVn

L1

→ZV，由离散时间上鞅的 Doob择停定理，

E[ZUn ] ⩾ E[ZVn ]

令 n → ∞可得 E[Zn] = E[Un].
现在考虑 U, V 不有界的情况，对于 P ⩾ 1，考虑 U ∧ p和 V ∧ p是两个有界的停时，那么

E[ZU∧P ] ⩽ E[Z0], E[ZV ∧P ] ⩽ E[Z0]

令 P → ∞，由 Fatou引理，可得
E[ZU ],E[ZV ] ⩽ E[Z0] < +∞,

由此可知 ZU , ZV ∈ L1.
接下来我们证明 ZU ⩾ E[ZV |FU ]，其等价于证明 ∀A ∈ FU，

E[ZUIA] ⩾ E[ZV IA]

对 A ∈ FU ⊂ FV ,定义：

UA =


U, ω ∈ A

∞, ω ∈ Ac

, V A =


V, ω ∈ A

∞, ω ∈ Ac

那么 UA 和 V A 都是停时且其满足 UA ⩽ V A.
对任意的 P ⩾ 1，有

UA ∧ P ⩽ V A ∧ P

因此

E[ZUA∧P ] ⩾ E[ZV A∧P ]

事实上，

LHS = E[ZUA∧P IAc ] + E[ZUA∧P IA]

= E[ZP IAc ] + E[ZUIAI{U ⩽ P}] + E[ZP IAI{U > P}]
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同理，

RHS = E[ZP IAc ] + E[ZV ∧P IAI{U ⩽ P}]

+ E[ZP IAI{U > P}]

所以有

E[ZUIAI{U ⩽ P}] ⩾ E[ZV ∧P IAI{U ⩽ P}]

令 p → ∞，由 Fatou引理可得

E[ZUIAI{U < ∞}] ⩾ lim
P→∞

E[ZV ∧P IAI{U ⩽ P}]

⩾ E[ lim
P→∞

ZV ∧P IAI{U ⩽ P}]

= E[ZV IAI{U < ∞}]

另一方面，由于 U = ∞ =⇒ V = ∞，所以有

E[ZUIAI{U = ∞}] = E[ZV IAI{V = ∞}]

= E[Z∞IAI{U = ∞}]

即 E[ZUIA] ⩾ E[ZV IA]，其与之前的式子相加，即可得到结论。 □
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 5.6 例子与习题

这一章的习题大概分为两类，一类是各种收敛性可积性的证明，另一类则是利用鞅的择停定理（总结：一致

可积鞅的停止鞅也一致可积；右连续的前提下，一致可积鞅/停时有界/非负（上）鞅，可以使用择停定理，注意
非负（上）鞅结论是不等号）的应用。后者往往技巧性较强，记一下例 5.3.1以及其延伸出的两个例子里面鞅的
构造就行了，更抽象的构造要是考了那确实没办法。

下面是一个上课讲的例子。

例 5.6.1.

B = (Bt)t⩾0 是布朗运动，对于常数 c，记停时

Tc = inf{t ⩾ 0 : Bt = c}

即首次到达 c的时刻。设 a < 0 < b，T = Ta ∧ Tb，

(1). 求 P(Ta < Tb).
(2). 求 E[T ].
(3). 求 E[e−λTa ]，其中 λ > 0.
(4). 设 a+ b = 0，即

T = inf{t ⩾ 0 : |Bt| = b}

求 E[T 2].

解答：

(1). 我们注意到鞅 Bt∧T ∈ [a, b]有界，从而一致可积，由择停定理可知

0 = E[B0∧T ] = E[B∞∧T ] = E[BT ] = a · P(Ta < Tb) + b · P(Ta > Tb)

而且 P(Ta < Tb) + P(Ta > Tb) = 1，解得

P(Ta < Tb) =
b

b− a
, P(Ta > Tb) =

−a

b− a

(2). 注意到 Xt = B2
t − t是一个鞅，那么 Xt∧T 是一个鞅，可知

0 = E[X0∧T ] = E[Xt∧T ]

所以

E[t ∧ T ] = E[B2
t∧T ]

令 t → ∞，因为 B2
t∧T ∈ [0, a2 ∨ b2]有界，t ∧ T 单调，利用控制收敛定理和单调收敛定理可知

E[T ] = E[B2
T ] = a2P(Ta < Tb) + b2P(Ta > Tb) = −ab

(3). 对于 θ > 0，考虑如下的鞅：

Nt = exp

{
θBt −

θ2

2
t

}
那么

Nt∧Ta
⩽ exp{θBt∧Ta

} ⩽ exp{θa}

一致有界⇒ (Nt∧Ta
)一致可积，由 Doob择停定理可知

1 = E[N0] = E[NTa
] = E[exp{θa− θ2

2
Ta}]

即

E[exp{−1

2
θ2Ta}] = exp{−θa}
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取 θ =
√
2λ就得到

E[e−λTa ] = e−a
√
2λ

(4). 考虑如下的鞅：
Kt = B4

t − 6B2
t t+ 3t2

具体过程省略。

题目 5.1. le gall(Exercise3.26)

1. M = (Mt)t⩾0 是非负鞅，具有右连续轨道，M0 = x a.s.，并且

lim
t→∞

Mt = 0 a.s.

证明：对于 ∀y > x，

P(sup
t⩾0

Mt ⩾ y) =
x

y

2. B = (Bt)t⩾0 是初值为 x > 0的布朗运动，T0 inf{t ⩾ 0 : Bt = 0}，求

sup
t⩽T0

Bt

的分布。

3. B = (Bt)t⩾0 是初值为 0的布朗运动，µ > 0，利用合适的指数鞅，证明

sup
t⩾0

(Bt − µt)

满足参数为 2µ的指数分布。

解答：

1. 设
Ty = inf{t ⩾ 0 : Mt ⩾ y}

因为Mt 具有（右）连续轨道，所以 (Mt∧Ty
)也是一个鞅，那么

E[Mt∧Ty
] = E[M0∧Ty

] = x

而Mt∧y ∈ [0, y]，所以由控制收敛定理可得

E[MTy
I{Ty<+∞} +M∞I{Ty=∞}] = E[yI{Ty<+∞}] = x

从而

P(sup
t⩾0

Mt ⩾ y) = P(Ty < +∞) =
x

y

2. 注意到 (Bt∧T0
)满足 1.中条件，所以 ∀y ⩾ 0，

P( sup
t⩽T0

Bt ⩾ y) = P(sup
t⩾0

Bt∧T0
⩾ y) =

x

y

3. 观察 sup
t⩾0

(Bt − µt)，我们可以作以下变换：

P(sup
t⩾0

(Bt − µt) ⩾ y) = P(sup
t⩾0

(B 1
4µ2 t − µ · 1

4µ2
t) ⩾ y)

= P(sup
t⩾0

(2µB 1
4µ2 t −

1

2
t) ⩾ 2µy)
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= P(sup
t⩾0

(Bt −
1

2
t) ⩾ 2µy)

= P(sup
t⩾0

eBt− 1
2 t ⩾ e2µy)

其中 Nt = eBt− 1
2 t 是一个非负连续鞅，并且 Nt

a.s.→ 0，N0 = 1，满足 1.中条件，所以 ∀y > 0，

P(sup
t⩾0

(Bt − µt) ⩾ y) = P(sup
t⩾0

Nt ⩾ e2µy) = e−2µy

y ⩽ 0时显然概率为 1，于是 sup
t⩾0

(Bt − µt)满足参数为 2µ的指数分布。

题目 5.2. le gall(Exercise3.27)

B = (Bt)t⩾0 是初值为 0的布朗运动，(Ft = σ(Bs, s ∈ [0, t]))，记

Tx = inf{t ⩾ 0 : Bt = x}

并设 T = Ta ∧ Tb，其中 a < 0 < b为常数，对于 λ > 0，求：

1. E[e−λT ].
2. E[e−λT I{T=Ta}].
3. P(Ta < Tb).

解答：

1. 注意到
Ut = e

√
2λBt−λt, Vt = e−

√
2λBt−λt

都是鞅，那么对于 α > 0（待定），

Mt = e−α
√
2λUt + eα

√
2λVt

也是鞅。同时，

0 ⩽ Ut∧T ⩽ eb
√
2λ, 0 ⩽ Vt∧T ⩽ e−a

√
2λ

说明 (Ut∧T )和 (Vt∧T )一致可积，进而 (Mt∧T )也一致可积，因此由 Doob择停定理，

e−α
√
2λ + eα

√
2λ = E[M0] =E[MT ]

=e−α
√
2λE[Ut] + eα

√
2λE[Vt]

=e−α
√
2λE[e

√
2λ·a−λT I{Ta<Tb} + e

√
2λ·b−λT I{Ta>Tb}]

+eα
√
2λE[e−

√
2λ·a−λT I{Ta<Tb} + e−

√
2λ·b−λT I{Ta>Tb}]

我们这里令 α = 1
2 (a+ b)，就得到

E[MT ] =E[e
√
2λ· a−b

2 −λT I{Ta<Tb} + e
√
2λ· b−a

2 −λT I{Ta>Tb}]

+E[e
√
2λ· b−a

2 −λT I{Ta<Tb} + e
√
2λ· a−b

2 −λT I{Ta>Tb}]

=
(
e
√
2λ· a−b

2 + e
√
2λ· b−a

2

)
E[e−λT ]

从而

E[e−λT ] =
e−

a+b
2

√
2λ + e

a+b
2

√
2λ

e
√
2λ· a−b

2 + e
√
2λ· b−a

2

=
cosh(a+b

2

√
2λ)

cosh( b−a
2

√
2λ)

2. 令
Nt = e−α

√
2λUt − eα

√
2λVt
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取 α = 1
2 (a+ b)，类似于上一问，可求得

E[e−λT I{T=Ta}] =
sinh(b

√
2λ)

sinh((b− a)
√
2λ)

3. 利用 2.中的结论，令 λ → 0+，由 DCT可得

P(Ta < Tb) = lim
λ→0+

sinh(b
√
2λ)

sinh((b− a)
√
2λ)

=
b

b− a

注这个构造方法多少有点逆天了，看看就好。

题目 5.3. le gall(Exercise3.28)

B = (Bt)t⩾0 是初值为 0的布朗运动，(Ft = σ(Bs, s ∈ [0, t]))，a > 0，设

σa = inf{t ⩾ 0 : Bt ⩽ t− a}

1. 证明 σa 是停时，且 σa < +∞ a.s.
2. 利用合适的指数鞅，证明：∀λ ⩾ 0，

E[e−λσa ] = exp{−a(
√
1 + 2λ− 1)}

（实际上，对于 λ ∈ [− 1
2 , 0]结论也成立，证明涉及到分析的知识所以较为复杂，此处不作要求，但

下一问仍可使用此结论。）

3. 对于 µ ∈ R，令Mt = exp{µBt − 1
2µ

2t}，证明停止鞅Mσa∧t是闭的当且仅当 µ ⩽ 1.（提示：仿照定
理 5.5.3的过程，证明 E[Mσ] = 1 ⇒ Mσa∧t 闭）

解答：

1. 注意到 liminf
t→∞

(Bt − t) = −∞即可。
2. 先取 µ ∈ R（待定），考虑如下的鞅

Mt = eµBt− 1
2µ

2t

那么

Mt∧σa
⩽ eµ((t∧σa)−a)− 1

2µ
2(t∧σa) = e−µae(−

1
2µ

2+µ)(t∧σa)

于是我们后面取 µ时需要确保 − 1
2µ

2 + µ ⩽ 0，这样的话就有

Mt∧σa
⩽ e−µa

所以 (Mt∧σa)一致可积，由 Doob择停定理可得

1 = E[M0] = E[Mσa ] = E[eµ(σ−a)− 1
2µ

2σa ]

这就说明

E[e(−
1
2µ

2+µ)σa ] = eµa

我们取 µ使得

−1

2
µ2 + µ = −λ ⩽ 0

则得到结论。

3. 考虑
E[Mσa

] = E[e−( 1
2µ

2−µ)σa−µa ] = e−µaE[e−( 1
2µ

2−µ)σa ]

注意到其中的 1
2µ

2 − µ ⩾ − 1
2，套用上一问结论可得

E[Mσa
] = e−µa · e−a(|µ−1|−1) = e−a(|µ−1|−1+µ)
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所以 E[Mσa ] = 1 ⇔ µ ⩽ 1. 如果Mt∧σa 闭，那么

1 = E[M0∧σa ] = E[M∞∧σa ] = E[Mσa ]

因此，我们只剩下证明 E[Mσ] = 1 ⇒ Mσa∧t 闭，我们希望证明：∀t ⩾ 0，

Mt∧σa
= E[Mσa

|Ft]

首先，Mt∧σa
∈ Ft∧σa

⊂ Ft，故只需证 ∀A ∈ Ft，

E[Mt∧σaIA] = E[MσaIA]

也就是

E[Mt∧σa
IA∩{σa⩾t}] = E[Mσa

IA∩{σa⩾t}] (⋆)

然后我们考虑Mt，它是一个非负鞅（进而是非负上鞅），套用非负上鞅的择停定理（定理 5.5.4）可得

Mt∧σa
⩾ E[Mσa

|Ft∧σa
]

但因为 E[Mσ] = 1，我们发现

E[Mt∧σa ] = E[M0∧σa ] = 1 = E[Mσ] = E[E[Mσa |Ft∧σa ]]

因此

Mt∧σa = E[Mσa |Ft∧σa ]

容易验证 A ∩ {σa ⩾ t} ∈ Ft∧σa
，根据条件期望的定义可得 (⋆)式成立。

题目 5.4. le gall(Exercise3.29.1‑2)

(Yt)是一致可积鞅，且具有右连续轨道，Y0 = 0 a.s.，设 Y∞ = lim
t→∞

Yt，固定 p ⩾ 1，我们称鞅 Y 满

足性质 (P)是指：存在常数 C 使得对于任意停时 T 都有

E[|Y∞ − YT |p|FT ] ⩽ C

1. 证明如果 Y∞ 有界，则 Y 满足性质 (P).
2. B = (Bt)t⩾0 是初值为 0的布朗运动，(Ft = σ(Bs, s ∈ [0, t]))，证明鞅 Yt = Bt∧1 满足性质 (P).

证明

1. 不妨设 |Y∞| < C，(Yt)一致可积，于是 Yt = E[Y∞|Ft]，那么

|Yt| = |E[Y∞|Ft]| ⩽ E[|Y∞||Ft] < C, ∀t ⩾ 0

从而 |YT | < C. 那么我们就得到

E[|Y∞ − YT |p|FT ] ⩽ E[(|Y∞|+ |YT |)p|FT ] ⩽ (2C)p

2. 先考虑 p = 1的情形，任取 A ∈ FT，

E[E[|Y∞ − YT | |FT ]IA] = E[|Y∞ − YT |IA] ⩽ E[|Y∞|IA] + E[|YT |IA]

同时由一致可积鞅的择停定理，YT = E[Y∞|FT ]，因此

E[|YT |IA] = E[|E[|Y∞ − YT |]| IA]

⩽ E[E[|Y∞| |FT ]IA]

= E[|Y∞|IA]

从而

E[E[|Y∞ − YT | |FT ]IA] ⩽ 2E[|Y∞|IA] ⩽ 2E[|Y∞|]
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取 C = 2E[|Y∞|]即可。然后我们考虑 p > 1，根据 Lp最大值不等式，

E[sup
t⩾0

|Yt|p] ⩽ E[ sup
0⩽t⩽1

|Bt|p] ⩽ (
p

p− 1
)pE[|B1|p]

因此 sup
t⩾0

|Yt|p ∈ Lp. 因此，对于任意的 A ∈ FT，

E[E[|Y∞ − YT |p|FT ]IA] = E[|Y∞ − YT |pIA]

⩽ E[(|Y∞|+ |YT |)pIA]

= E[(2 sup
t⩾0

|Yt|)pIA]

= 2pE[(sup
t⩾0

|Yt|)pIA]

⩽ 2pE[sup
t⩾0

|Yt|p] ⩽ 2p(
p

p− 1
)pE[|B1|p] < +∞

那么由 A的任意性，

E[|Y∞ − YT |p|FT ] ⩽ 2p(
p

p− 1
)pE[|B1|p]

后者是一个固定的常数，结论得证。

□
最后放两道去年期末题。第一道的解法应该是类比于定理 5.4.3的证明，第二道则是对题目 5.3的改编。

题目 5.5. 2023SPFinal4.

(Xt)是非负上鞅，且具有右连续轨道，证明：存在X∞ ∈ L1使得Xt
a.s.→ X∞，并且 E[X∞|Ft] ⩽ Xt.

解答：取 R+的可数稠密子集 D，对于 ∀t ∈ D，有理数 a < b，由离散鞅的上穿次数估计不等式：

E[MX
a,b(D ∩ [0, t])] ⩽ 1

b− a
E[(Xt − a)−]

由于 Xt 非负，E[(Xt − a)−] ⩽ E[|a|] = |a|，所以

E[MX
a,b(D ∩ [0, t])] ⩽ |a|

b− a
< +∞

那么由 Fatou引理，
E[MX

a,b(D)] ⩽ liminf
D∋t→∞

E[MX
a,b(D ∩ [0, t])] ⩽ |a|

b− a
< +∞

从而 lim
D∋t→∞

Xt a.s.存在。现在将收敛性扩展到 R+上，对于 ∀ε > 0，存在 N 使得 D 3 t ⩾ N 时，

|Xt −X∞| ⩽ ε

那么，对于任意的 s ⩾ N，（D稠密）取 D 3 sn ↘ s，由右连续性得到

|Xs −X∞| = lim
n→∞

|Xsn −X∞| ⩽ ε

这就说明了

X∞ = lim
t→∞

Xt a.s.存在

由 Fatou引理，
E[|X∞|] ⩽ liminf

D∋t→∞
E[|Xt|] < +∞

因此 X∞ ∈ L1.
最后，考虑常数 t < s，根据 X 是上鞅以及条件期望的 Fatou引理，

E[X∞|Ft] ⩽ liminf
s→∞

E[Xs|Ft] ⩽ Xt

（或者考虑常数 t和∞作为停时利用非负上鞅的择停定理。）
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题目 5.6. 2023SPFinal.5

B = (Bt)t⩾0 是布朗运动，设停时 T = inf{t ⩾ 0 : Bt ⩾ 1− 2t}，
(1). 证明 T < +∞ a.s.
(2). 求 E[e−λT ].

证明 (1).设 T1 = inf{t ⩾ 0 : Bt ⩾ 1}，则 {T1 < +∞} ⊂ {T < +∞}，由于 T1 < +∞ a.s.，所以 T < +∞ a.s.
(2).对于任意的 θ ∈ R，令

Xt = exp

{
θBt −

1

2
θ2t

}
容易验证 {Xt, t ⩾ 0}关于 Ft = σ(Bs, 0 ⩽ s ⩽ t)是一个鞅，我们令 θ > 0，这确保了

0 ⩽ Xt∧T = exp

{
θ(Bt∧T )−

1

2
θ2T

}
⩽ exp

{
θ(1− 2T )− 1

2
θ2T

}
= exp

{
θ − (

1

2
θ2 + 2θ)T

}
⩽ exp{θ}

一致有界从而一致可积，由择停定理可知

1 = E[X0] = E[XT ] = eθE[e−( 1
2 θ

2+2θ)T ]

我们取 θ =
√
2λ+ 4− 2 > 0，就得到

E[exp{−λT}] = e−θ = e2−
√
2λ+4

□
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第 6章连续时间马氏过程

本章节由两部分组成，不标注星号的内容来自研随课程，标注星号的内容来自应随课程。前者的内容标题

应该叫做“连续马氏过程的一般理论”，用比较基础的语言叙述了连续情形的马氏过程，并以 Levy过程等为例
给出了详细介绍，能够帮助我们更好地引入后续内容。后者则着重分析了离散状态空间连续时间马氏链（跳跃

过程）的性质。

 6.1 马氏过程的定义

6.1.1 转移核与转移半群

定义 6.1.1 (转移核)

♣

(E, E)是一个可测空间，映射 Q : E × E → [0, 1]如果满足以下性质：

(1). ∀x ∈ E，Q(x, ·)作为 E → [0, 1]的映射是一个 (E, E)上的概率测度。
(2). ∀A ∈ E，Q(·, A)作为 E → [0, 1]的映射是 E‑可测的。
那么就称 Q是一个从 E 到 E 的马氏转移核 (Markovian transition kernel)，以下简称转移核。

转移核的概念类似于离散情形下的转移概率函数。

定义 6.1.2 (转移半群)

♣

(Qt)t⩾0 是 E 上的转移核组成的集合，如果其满足：

(1). ∀x ∈ E，Q0(x, dy) = δx(dy)，这里 δx 是 x处的独点分布，即∫
IAQ0(x, dy) =

{
1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

(2). ∀s, t ⩾ 0，A ∈ E，

Qt+s(x,A) =

∫
E

Qt(x, dy)Qs(y,A) Chapman‑Kolmogorov identity

(3). ∀A ∈ E，映射 (t, x) 7→ Qt(x,A)是关于 B(R+)⊗ E 可测的。
则称 (Qt)t⩾0 是一个转移半群 (transition semigroup).

转移半群的概念类似于离散情形下的转移概率矩阵。

第 131页



第 6章 连续时间马氏过程 6.1 马氏过程的定义

定义 6.1.3 (转移算子)

♣

Q是一个转移核，如果映射 f : E → R有界可测（或者非负可测），定义映射 Qf : E → R为

Qf(x) =

∫
Q(x, dy)f(y)

那么 Qf 依然是有界可测（或者非负可测）的。记 B(E)为 E 上的有界可测实函数全体构成的向量空间，

并给予范数

||f || = sup{|f(x)| : x ∈ E}

那么就可以把 Q视为一个 B(E) → B(E)的线性算子。

推论 6.1.1

♥
根据 0 ⩽ Q(x,A) ⩽ 1可知，Q是一个压缩映射，算子范数 ⩽ 1 < +∞，从而是连续算子。

命题 6.1.1
从线性算子的观点来看，由 Chapman‑Kolmogorov identity可以得到

Qs+t = QtQs, ∀s, t ⩾ 0

这里 QtQs 是指 Qt ◦Qs，即算子的复合。

证明 ∀f ∈ B(E), x ∈ E，由 Chapman‑Kolmogorov identity，

Qs+tf(x) =

∫
E

Qs+t(x, dz)f(z)

=

∫
E

(∫
E

Qt(x, dy)Qs(y, dz)

)
f(z)

（交换积分顺序）

=

∫
E

Qt(x, dy)

∫
E

Qs(y, dz)f(z)

=

∫
E

Qt(x, dy)Qsf(y)

= QtQsf(x)

□
这也表明 QtQs = QsQt，即复合是可交换的。

6.1.2 马氏过程

定义 6.1.4 (马氏过程)

♣

(Qt)t⩾0 是 E 上的转移半群，考虑滤流概率空间 (Ω,F , (Ft)t⩾∞,P)上的一个在 E 上取值的 (Ft)‑适
应过程 X = (Xt)t⩾0，如果其满足 ∀s, t ⩾ 0, f ∈ B(E)，

E[f(Xs+t)|Fs] = Qtf(Xs)

那么就称 X 是（关于滤流 (Ft)的、转移半群为 (Qt)的连续时间）马氏过程。

在本章的剩余内容中，如无特殊说明，默认马氏过程 X 是关于滤流 (FX
t )的。

如果取 f = IA，我们得到

P(Xs+t ∈ A|Fs) = Qt(Xs, A)
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特别地，

P(Xs+t ∈ A|Xr, 0 ⩽ r ⩽ s) = Qt(Xs, A)

这表明，给定“过去”(Xr, 0 ⩽ r ⩽ s)的条件下，Xs+t 的条件分布只取决于“现在”的 Xs，并由 Qt(Xs, ·)给
出，这就是马氏性。

定理 6.1.1 (马氏过程的有限维分布)
设 X0 的分布为 γ(dy)，对于任意的 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tp，我们有

P(Xt0 ∈ A0, · · · , Xtp ∈ Ap) =

∫
A0

γ(dx)

∫
A1

Qt1(x, dx1)

∫
A2

Qt2−t1(x1, dx2) · · ·
∫
Ap

Qtp−tp−1(xp−1, dxp)

更一般地，有：

E[f0(Xt0) · · · fp(Xtp)] =

∫
E

f0(x)γ(dx)

∫
E

f1(x1)Qt1(x, dx1) · · ·
∫
E

fp(xp)Qtp−tp−1
(xp−1, dxp)

证明 归纳：先考虑 p = 0的情形，即

E[f0(Xt0)] =

∫
E

f0(x)γ(dx)

命题成立；再假设 p− 1时命题成立，考虑 p时的情形：

E[f0(Xtp) · · · fp−1(Xtp−1
)fp(Xtp)]

= E[E[f0(Xtp) · · · fp−1(Xtp−1
)fp(Xtp)|Ftp−1

]]

= E[f0(Xtp) · · · fp−1(Xtp−1
)E[fp(Xtp)|Ftp−1

]]

= E[f0(Xtp) · · · fp−1(Xtp−1
)Qtp−tp−1

fp(Xtp−1
)]

=

∫
E

f0(x)γ(dx)

∫
E

f1(x1)Qt1(x, dx1) · · ·
∫
E

fp−1(xp−1)Qtp−tp−1
fp(xp−1)Qtp−1−tp−2,dxp−1

=

∫
E

f0(x)γ(dx)

∫
E

f1(x1)Qt1(x, dx1) · · ·
∫
E

fp−1(xp−1)Qtp−1−tp−2,dxp−1

∫
E

Qtp−tp−1(xp−1, dxp)fp(xp)

成立。综上结论得证。 □
这个定理表明，马氏过程的有限维分布完全由其初始X0的分布和转移半群决定。那么，给定转移半群 (Qt)t⩾0

之后，我们取

X = {(Xt)t⩾0 : (Xt)t⩾0是关于转移半群 (Qt)t⩾0 的马氏过程}

其中，记初值为固定值 X0 = x a.s.的过程为 (Xx
t )t⩾0，可以发现：

Qtf(x) = Qtf(X
x
0 ) = E[f(Xx

t )|F0] = E[f(Xx
t )]

def
= Ex[f(Xt)]

由此，我们得到了转移算子的一个非常好用的表示方法。

注意，我们接下来考虑马氏过程X = (Xt)t⩾0的时候，实际上考虑的是所有与转移半群 (Qt)t⩾0有关的马氏

过程，也就是所有“给定初始分布和转移半群 (Qt)t⩾0 之后唯一确定的马氏过程”。如无特殊说明，Xx = (Xx
t )

就是指初值为固定值 x的马氏过程；而如果我们在某个结论中没有指明初始分布，而是表述为X = (Xt)，就代

表初始分布不影响此结论。

回忆离散马氏链时的情形，当时我们也并没有给出一个具体的随机过程，而是重点分析了转移概率和状态

分类。这是因为，时间齐次的马氏过程的关键不在于某一时刻的具体数值，而是一个时间间隔内的行为。

例 6.1.1.

回顾布朗运动的定义，我们当时规定了初值 B0 = 0，但事实上，初值可以换成任何一个固定的数值，

甚至是一个分布。因为布朗运动的核心并不在于初始，而是“给定过去的分布，一段时间后的变化”。
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初值固定的布朗运动我们记作 {(Bx
t )t⩾0 : x ∈ R}，那么我们可以推导出布朗运动的转移半群为：

Qtf(x) = E[f(Bx
t )] = E[f(B0

t + x)] =

∫
R

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
f(y)dy

 6.2 马氏过程的构造

事先给定一个马氏转移半群 (Qt)t⩾0，记

Ω∗ = ER+ = {ω : ω(·) : [0,∞) → E}

可以定义 Ω∗ 上的坐标过程 (Coordinate process)X = (Xt)，定义为

Xt(ω) = ω(t) : Ω∗ → E

记 F∗ = σ(Xs, s ⩾ 0),FX
t = σ(Xs, s ⩽ t)，我们需要找到一个可测空间 (Ω∗,F∗)上面的概率测度 P∗.

对任意的有限子集 U = {0 < t1 < t2 < · · · < tp} ⊂ R+，定义一个在 EU = E︸︷︷︸×E × E × · · · × E 上的概

率测度，如下：

µU (A1 ×A2 × · · · × Ap) =

∫
E

γ(dx)

∫
A1

Qt1(x, dx1) · · ·
∫
Ap

Qtp−tp−1
(xp−1, dxp)

记为 {µU}，其中 U 是有限子集。

事实上，{µU}具有相容性，即：对 U ⊂ V，定义

πV
U : EV → EU

其是一个投影（或限制），那么有

µU = µV ◦ (πV
U )−1

结合相容性和 Kolmogorov扩张定理，一定存在一个 (Ω∗,F∗)上的概率测度 P∗，使得

P∗(Xt1 ∈ A1, · · · , Xtp ∈ Ap) = µU (A1 × · · · × Ap)

在 P∗ 之下，(Xt)t⩾0 是一个与 (Qt)相联系的马氏过程，因为定理 6.1.1中的等式成立，而其可以推出马氏性。

 6.3 马氏过程的其他要素

本小节我们主要介绍三个工具概念：预解式、Feller半群、生成元，以及它们的性质与关系。用于进一步表
述与研究马氏过程的性质。

6.3.1 预解式

定义 6.3.1

♣

设 λ > 0，半群 (Qt)t⩾0 的 λ‑预解式 (resolvent)是指线性算子 Rλ : B(E) → B(E)，其满足

Rλf(x) =

∫ ∞

0

e−λtQtf(x)dt

预解式实际上是一个 Laplace变换。
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定理 6.3.1 (预解式的性质)
(1). ||Rλf || ⩽ λ−1||f ||，这里的 ||f ||为

||f || = sup
x∈E

|f(x)|

(2). 如果 0 ⩽ f ⩽ 1，则 0 ⩽ λRλf(x) ⩽ 1.
(3). 预解恒等式：λ, µ > 0，则

Rλ −Rµ + (λ− µ)RλRµ = 0

证明 前两个由定义显然，我们只说明 (3)：∀f ∈ B(E), x ∈ E，不妨 λ 6= µ，

RλRµf(x) = Rλ(Rµf)(x)

=

∫ +∞

0

e−λtQt(Rµf)(x)dt

=

∫ +∞

0

e−λt

∫
E

Qt(x, dy)Ruf(y)dt

=

∫ +∞

0

e−λt

∫
E

Qt(x, dy)

∫ +∞

0

e−µs

∫
E

Qs(y, dz)f(z)dsdt

现在的积分顺序是 dz → ds → dy → dt，我们交换 ds和 dy的顺序

=

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

ds

∫
E

Qt(x, dy)

∫
E

Qs(y, dz)f(z)e
−λt−µs

=

∫ +∞

0

dt

∫ +∞

0

dsQs+tf(x)e
−λt−µs

现在是我们熟悉的实数上的积分了，换元 r = s+ t，转化为区域 t ∈ (0, r), r ∈ (0,+∞)上的积分

=

∫ +∞

0

dr

∫ r

0

dte−(λ−µ)te−µrQrf(x)

=

∫ +∞

0

e−µr − e−λr

λ− µ
Qrf(x)dr

=
Rµ −Rλ

λ− µ
f(x)

□

引理 6.3.1 (一个积分)

♥

λ, µ > 0， ∫ ∞

0

exp
{
−λt− µ

t

} 1√
t
dt = e−2

√
λµ

√
π

λ

证明 设原积分为 I，换元：

t =

√
µ

√
λ
s, dt =

√
µ

√
λ
ds

则

I =

∫ ∞

0

exp
{
−
√
λµ(s+ s−1)

} 1√
s

√√
µ

√
λ
ds

整理一下得到 (
λ

µ

) 1
4

I =

∫ ∞

0

exp
{
−
√
λµ(s+ s−1)

} 1√
s
ds

换元：

s = u2, ds = 2udu
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则

1

2

(
λ

µ

) 1
4

I =

∫ ∞

0

exp
{
−
√

λµ(u2 + u−2)
}
du

换元：

u =
1

v
, du = − 1

v2
dv

则

1

2

(
λ

µ

) 1
4

I =

∫ ∞

0

exp
{
−
√
λµ(v2 + v−2)

} 1

v2
dv

相加可得 (
λ

µ

) 1
4

I =

∫ ∞

0

exp
{
−
√
λµ(u2 + u−2)

}
(1 +

1

u2
)du

= e−2
√
λµ

∫ ∞

0

exp
{
−
√

λµ(u− u−1)2
}
(1 +

1

u2
)du

换元：

w = u− 1

u
, dw = (1 +

1

u2
)du

则

e2
√
λµ

(
λ

µ

) 1
4

I =

∫ ∞

−∞
exp

{
−
√

λµw2
}
dw

= (λµ)−
1
4
√
π

得到

I = e−2
√
λµ

√
π

λ

□

例 6.3.1.

考虑布朗运动的转移半群：

Qt(x,A) =

∫
A

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

λ > 0，求其预解式 Rλ.

证明

Rλf(x) =

∫ ∞

0

e−λt

∫
E

Qt(x, dy)f(y)dt

=

∫ ∞

0

e−λt

∫
R

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
f(y)dydt

（先对 dt积分）

=

∫
R
f(y)dy

∫ ∞

0

e−λt 1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dt

=

∫
R
f(y)rλ(y − x)dy

由引理 6.3.1，其中
rλ(y − x) =

1√
2λ

exp{−|y − x|
√
2λ}

□
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例 6.3.2.

(Xt)是关于半群 (Qt)的马氏过程，如果 h ∈ B(E), h ⩾ 0, λ ⩾ 0，则

Mt = e−λtRλh(Xt), t ⩾ 0

是一个上鞅。

证明 Mt 是关于 Xt 的函数，所以Mt ∈ Ft，并且有界（从而可积）。注意到 ∀h ∈ B(E), x ∈ E, s ⩾ 0，

QsRλh(x) = Qs(Rλh)(x)

=

∫
E

Qs(x, dy)Rλh(y)

=

∫
E

Qs(x, dy)

∫ ∞

0

e−λtQth(y)dt

=

∫ ∞

0

e−λtQs+th(x)dt

从而可得

e−λsQsRλh(x) =

∫ ∞

0

e−λ(s+t)Qs+th(x)dt =

∫ ∞

s

e−λtQth(x)dt ⩽ Rλh(x)

那么

E[Ms+t|Ft] = E[e−λ(s+t)Rλh(Xs+t)|Ft] = e−λ(s+t)Rλh(Xt) ⩽ e−λtRλh(Xt) = Mt

所以Mt 是上鞅。 □

6.3.2 Feller半群

现在我们假设 E 是一个 Polish空间，如果映射 f : E → R满足：∀ε > 0，存在紧集 K ⊂ E 使得 |f(x)| ⩽
ε, ∀x ∈ E\K，则称 f 在无穷远处趋于 0，这样的 f 全体记作 C0(E).
取范数

||f || = sup
x∈E

|f(x)|

那么 (C0(E), || · ||)成为一个 Banach空间。

定义 6.3.2

♣

(Qt)t⩾0 是转移半群，称之为 Feller半群，如果：
(1). ∀f ∈ C0(E)，Qtf ∈ C0(E).
(2). ∀f ∈ C0(E)，||Qtf − f || → 0 as t → 0.
如果一个马氏过程 X 的转移半群是 Feller半群，就称之为 Feller过程。

推论 6.3.1

♥

(Qt)t⩾0 是 Feller半群，固定 f ∈ C0(E)，映射

R+ → C0(E), t 7→ Qtf

是一致连续的。

证明 由定义 6.3.2(2)，∀s ⩾ 0，因为 Qs 是压缩映射，

lim
t→0+

||Qs+tf −Qsf || = lim
t→0+

||Qs(Qtf − f)|| = 0

并注意到上述极限关于 s ∈ R+一致收敛。 □
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推论 6.3.2

♥
(Qt)t⩾0 是 Feller半群，其预解式满足：∀λ > 0，f ∈ C0(E)，都有 Rλf ∈ C0(E).

证明 由定义 6.3.2(1)和 DCT即得。 □

定理 6.3.2
对于 Feller半群 (Qt)r⩾0，任取 λ > 0，定义

R = {Rλf : f ∈ C0(E)}

则 R不取决于 λ的选取，并且是 C0(E)的稠密子集。

证明 对于 λ 6= µ，由预解恒等式，

Rλf = Rµ(f + (µ− λ)Rλf)

这说明 Rλf ∈ {Rµf : f ∈ C0(E)}，即 R不取决于 λ的选取。

R是 C0(E)的线性子空间，注意到

λRλf = λ

∫ ∞

0

e−λtQtfdt =

∫ ∞

0

e−λtQtλ−1fdt → f as λ → ∞

所以稠密性得证。 □

6.3.3 生成元

本小节我们默认在 Feller半群 (Qt)t⩾0 上讨论。

定义 6.3.3

♣

令

D(L) = {f ∈ C0(E) : t → 0+时，
Qtf − f

t
在 C0(E)中收敛}

对于 f ∈ D(L)，则定义

Lf = lim
t→0+

Qtf − f

t

于是 L成为一个线性算子，称之为生成元 (generator)，D(L)称为 L的定义域。

命题 6.3.1 (生成元与转移算子可交换)
f ∈ D(L)，s > 0，则 Qsf ∈ D(L)，并且 L(Qsf) = Qs(Lf).

证明 由于 QtQs 可交换，
Qt(Qsf)−Qsf

t
= Qs

(
Qtf − f

t

)
因为 Qs 是一个连续算子，所以

L(Qsf) = lim
t→0+

Qt(Qsf)−Qsf

t
= Qs

(
lim
t→0+

Qtf − f

t

)
= Qs(Lf)

□

命题 6.3.2
f ∈ D(L)，∀t ⩾ 0，都有

Qtf = f +

∫ t

0

Qs(Lf)ds = f +

∫ t

0

L(Qsf)ds
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证明

lim
s→0

Qt+sf −Qtf

s
= lim

s→0
Qt

(
Qsf − f

s

)
= Qt(Lf)

积分可得。 □

命题 6.3.3 (生成元与预解式的关系)
λ > 0，

(1). ∀g ∈ C0(E)，有 Rλg ∈ D(L)且 (λ− L)Rλg = g.
(2). f ∈ D(L)，则 Rλ(λ− L)f = f .
结合上述结论，可知 R = D(L)，Rλ = (λ− L)−1.

证明

(1). 对于 g ∈ C0(E)，考虑

Qs(Rλg)−Rλg = Qs

(∫ ∞

0

e−λtQtgdt

)
−Rλg

=

∫ ∞

0

e−λtQs+tgdt−Rλg

= eλs
∫ ∞

0

e−λ(s+t)Qs+tgdt−Rλg

= eλs
∫ ∞

s

e−λtQtgdt−Rλg

= eλs
(
Rλg −

∫ s

0

e−λtQtgdt

)
−Rλg

= (eλs − 1)Rλg − eλs
∫ s

0

e−λtQtgdt

从而可得

L(Rλg) = lim
s→0+

1

s
(Qs(Rλg)−Rλg)

= lim
s→0+

(
eλs − 1

s
Rλg − eλs

1

s

∫ s

0

e−λtQtgdt

)
=λRλg − g

(2). 对于 f ∈ D(L)，考虑

Rλ(Lf) =

∫ ∞

0

e−λtQt(Lf)dt

=

∫ ∞

0

e−λtL(Qtf)dt

=

∫ ∞

0

e−λt lim
s→0+

Qs+tf −Qtf

s
dt

= lim
s→0+

1

s

∫ ∞

0

e−λt(Qs+tf −Qtf)dt

= lim
s→0+

1

s

(∫ ∞

0

e−λtQs+tfdt−Rλf

)
（这里类似于 (1)的证明）

= lim
s→0+

1

s

(
eλs
(
Rλf −

∫ s

0

e−λtQtfdt

)
−Rλf

)
= lim

s→0+

1

s

(
(eλs − 1)Rλf − eλs

∫ s

0

e−λtQtfdt

)
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= λRλf − f

□

例 6.3.3.

布朗运动的转移半群由下式给出：

Qtf(x) =

∫
R
f(y)

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy = E[f(Bt + x)]

其中 f ∈ C0(E)，并设 f 光滑，证明：

Lf(x) =
1

2
f ′′(x), x ∈ R

证明 我们先计算：

Qtf(x)− f(x) = E[f(Bx
t )− f(x)]

=

∫
R
[f(y)− f(x)]

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

=

∫
R
[f ′(x)(y − x) + f ′′(x)

(y − x)2

2
+ f ′′′(θx,y)

(y − x)3

6
]

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

= f ′(x)E[B0
t ] +

1

2
f ′′(x)E[(B0

t )
2] +

∫
R
[f ′′′(θx,y)

(y − x)3

6
]

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

=
1

2
f ′′(x)t+

∫
R
[f ′′′(θx,y)

(y − x)3

6
]

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

因此，

Lf(x)− 1

2
f ′′(x) = lim

t→0+

Qtf(x)− f(x)− 1
2f

′′(x)

t

= lim
t→0+

∫
R[f

′′′(θx,y)
(y−x)3

6 ] 1√
2πt

exp
{
− (y−x)2

2t

}
dy

t

引理 6.3.2

♥

f ∈ C0(E)且 f 光滑，则 f ′ ∈ C0(E)，进而 f 的任意阶导数都满足此性质。

证明 只需证明 f ′ 在无穷远处趋于零，假设不然：∃ε0 > 0 使得 ∀M > 0，存在 x0 满足 |x0| > M 且

f ′(x0) > ε0，根据 f ′ 的连续性，存在 a > 0使得

f ′(x) > ε0, x ∈ (x0, x0 + a)

从而得到

f(x0 + a)− f(x0) > ε0a

同时，我们取 ε < 1
2aε0，由于 f 在无穷远处趋于零，所以存在M > 0，使得

sup
|x|>M

|f(x)| < ε

从而

sup
|x|,|y|>M

|f(x)− f(y)| < 2ε < ε0a

矛盾。 □

由引理可见，f ′′′ ∈ C0(E)，从而是有界的，这表明∣∣∣∣∫
R
[f ′′′(θx,y)

(y − x)3

6
]

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

∣∣∣∣ ⩽ CE[|B0
t |3] = C · t 3

2
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这说明

lim
t→0+

∣∣∣∣∫
R
[f ′′′(θx,y)

(y − x)3

6
]

1√
2πt

exp

{
− (y − x)2

2t

}
dy

∣∣∣∣ ⩽ lim
t→0+

Ct
1
2 = 0

结论得证。 □

定理 6.3.3
设 h, g ∈ C0(E)，以下命题等价：

(1). h ∈ D(L)，Lh = g.
(2). ∀x ∈ E，

Mx
t = h(Xx

t )−
∫ t

0

g(Xx
s )ds, t ⩾ 0

是一个鞅。

证明 (1) ⇒ (2)：适应性和可积性不再赘述，我们验证：

E[Mx
s+t|Fs] = Mx

s

观察左式，

E[Mx
s+t|Fs] = E

[
h(Xx

s+t)−
∫ s+t

0

g(Xx
u)du

∣∣∣∣Fs

]
= E[h(Xx

s+t)|Fs]−
∫ s

0

g(Xx
u)du− E

[∫ s+t

s

g(Xx
u)du

∣∣∣∣Fs

]
= Qth(X

x
s )−

∫ s

0

g(Xx
u)du− E

[∫ t

0

g(Xx
u+s)du

∣∣∣∣Fs

]
= Qth(X

x
s )−

∫ s

0

g(Xx
u)du−

∫ t

0

E
[
g(Xx

u+s)
∣∣Fs

]
du

= Qth(X
x
s )−

∫ s

0

g(Xx
u)du−

∫ t

0

Qu(g(X
x
s ))du

由命题 6.3.2可得 ∫ t

0

Qu(g(X
x
s ))du =

∫ t

0

Qu(Lh(X
x
s ))du = Qth(X

x
s )− h(Xx

s )

这说明

E[Mx
s+t|Fs] = Qth(X

x
s )−

∫ s

0

g(Xx
u)du−Qth(X

x
s ) + h(Xx

s )

= h(Xx
s )−

∫ s

0

g(Xx
u)du = Mx

s

(2) ⇒ (1)：Mx
t 是鞅，则

E[Mx
t ] = E[Mx

0 ] = h(x)

另一方面，

E[Mx
t ] = E[h(Xx

t )]− E
[∫ t

0

g(Xx
s )ds

]
= Qth(x)−

∫ t

0

E[g(Xx
s )]ds

= Qth(x)−
∫ t

0

Qtg(x)ds

所以

Lh(x) = lim
t→0+

Qth− h

t
(x) = lim

t→0+

1

t

∫ t

0

Qtg(x)ds = g(x)

□
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 6.4 马氏性与强马氏性

回顾一下之前的内容：考虑过程 (Xx
t )，半群：

Qtf(x) = E[f(Xx
t )], t ⩾ 0

预解式：

Rλf(x) =

∫ ∞

0

e−λtQtf(x)dt, λ > 0

生成元：

Lf = lim
t→0+

Qtf − f

t

定理 6.4.1
(Xt)t⩾0是马氏过程，(Qt)t⩾0是相应的 Feller半群，那么一定存在X 的一个修正X ′，使得 (Qt)t⩾0

也是 X ′ 的 Feller半群，且具有 RCLL轨道。

我们省略详细证明1 ，以下均不妨假设马氏过程有 RCLL轨道。记

D(E) = {f(t) : [0,+∞) → E是 RCLL函数}

固定 ω ∈ Ω，t 7→ ω(t)
def
= Xt(ω)是 RCLL函数 a.s.，所以不妨认为 D(E)就是 Ω，其上的 σ‑域就是：

B(D(E)) = σ(Xt(ω) = ω(t) ∈ D(E), 0 ⩽ t < +∞)

定义 6.4.1 (时间平移算子)

♣

对于随机过程 (Yt)t⩾0，定义算子：

Yt ◦ θs = Yt+s, s ⩾ 0

定理 6.4.2 (马氏性的一般表述)
(Qt)t⩾0 为转移半群，X = (Xt)t⩾0 是相应的马氏过程，且具有 RCLL轨道。设 Φ : D(E) → R有界

可测，那么对于 ∀s ⩾ 0，

E[Φ(X ◦ θs)|Fs] = EXs
[Φ(X)]

注其中，X 视为一个把 ω ∈ Ω映为样本轨道的映射，那么 Φ(X)就是一个随机变量，相当于：

ω 7→ Φ(u 7→ Xu(ω))

不难看出，如果令

Φ(X(ω)) = Φ (u 7→ Xu(ω)) = f(Xt(ω))

其中 t ⩾ 0是一个固定的常数，f 是一个固定的有界可测实函数，带入到本定理的结论中就得到

E[f(Xt+s)|Fs] = EXs [f(Xt)] = Qtf(Xs)

这正是我们在定义 6.1.4中的表述，这说明本定理给出的表述是更一般化的马氏性表述。
证明 根据单调类定理，我们只需证明对以下形式的 Φ成立即可：

Φ(X(ω)) = φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp(Xtp)

其中 t1 < t2 < · · · , tp，∀φi ∈ B(E)，也就是证明：

E[φ1(Xt1+s)φ2(Xt2+s) · · ·φp(Xtp+s)|Fs] = EXs
[φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp(Xtp)]

1大致思路为：考虑上鞅 {e−ptg(Xt)}，对其进行轨道修正。
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归纳：p = 1时由定义即得，设 p− 1时成立，考虑 p的情形：

LHS = E[φ1(Xt1+s)φ2(Xt2+s) · · ·φp(Xtp+s)|Fs]

= E[E[φ1(Xt1+s)φ2(Xt2+s) · · ·φp(Xtp+s)|Ftp−1+s]|Fs]

= E[φ1(Xt1+s)φ2(Xt2+s) · · ·φp−1(Xtp−1+s
)E[φp(Xtp+s)|Ftp−1+s]|Fs]

= E[φ1(Xt1+s)φ2(Xt2+s) · · ·φp−1(Xtp−1+s
)Qtp−tp−1

φp(Xtp−1+s)|Fs]

= EXs
[φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp−1(Xtp−1

)Qtp−tp−1
φp(Xtp−1

)]

RHS = EXs [φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp(Xtp)]

= EXs
[E[φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp(Xtp)|Ftp−1]]

= EXs [φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp−1(Xtp−1)Qtp−tp−1φp(Xtp−1)]

二者相等。综上结论得证。 □

定理 6.4.3 (强马氏性)
(Qt)t⩾0 为 Feller半群，X = (Xt)t⩾0 是相应的马氏过程，且具有 RCLL轨道。设 Φ : D(E) → R有

界可测，T 是停时，则

E[Φ(X ◦ θT ) · I{T<+∞}|FT ] = I{T<+∞} · EXT
[Φ(X)]

证明 根据单调类定理，我们只需证明对以下形式的 Φ成立即可：

Φ(X(ω)) = φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp(Xtp)

其中 t1 < t2 < · · · , tp，∀φi ∈ C0(E)，也就是证明：

E[φ1(Xt1+T )φ2(Xt2+T ) · · ·φp(Xtp+T )I{T<+∞}|FT ] = I{T<+∞}EXT
[φ1(Xt1)φ2(Xt2) · · ·φp(Xtp)]

由于 I{T < ∞}EXT
[Φ(X)]关于 FT 可测，由条件期望的定义，只需证明：对 A ∈ FT，有

E
[
IA∩{T<∞}Φ(X ◦ θT )

]
= E

[
IA∩{T<∞}EXT

[Φ(X)]
]

归纳：先证明其对 p = 1的情况成立，此时 Φ(X(ω)) = ϕ1(Xt1(ω))，

LHS = E
[
IA∩{T<∞}Φ(X ◦ θT )

]
= E

[
IA∩{T<∞}ϕ1(Xt1+T )

]
定义

[T ]n =
k

2n
, 如果

k − 1

2n
⩽ T <

k

2n
, k = 0, 1, · · ·

那么有 [T ]n ↘ T。进而，

LHS = lim
n→∞

E
[
IA∩{T<∞}ϕ1(Xt1+[T ]n)

]
= lim

n→∞

n∑
k=1

E
[
IA∩{ k−1

2n ⩽T< k
2n }ϕ1(Xt1+

k
2n

)
]

= lim
n→∞

n∑
k=1

E
[
IA∩{ k−1

2n ⩽T< k
2n }E

[
ϕ1(Xt1+

k
2n

)
∣∣∣F k

2n

]]
(A ∈ FT )

= lim
n→∞

n∑
k=1

E
[
IA∩{ k−1

2n ⩽T< k
2n }Qt1ϕ1(X k

2n
)
]

(马氏性)

= lim
n→∞

E
[
IA∩{T<∞}Qt1ϕ1(X[T ]n)

]
= E

[
IA∩{T<∞}Qt1ϕ1(XT )

]
(Feller性质)

另一方面，

RHS = E
[
IA∩{T<∞}EXT

[ϕ1(Xt1)]
]
= E

[
IA∩{T<∞}Qt1ϕ1(Xt1)

]
二者相等，于是得证。p− 1到 p的递推的证明和之前类似，不再赘述。 □
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 6.5 两个例子：跳跃过程与 Levy过程

6.5.1 跳跃过程

如果状态空间 E 是至多可数集，我们采用离散度量诱导的拓扑：

d(x, y) = δx,y, ∀x, y,∈ E

E 的子集全体作为其 σ‑域。容易验证任意 φ : E → R都是连续的，所以 C0(E) = B(E).
用 D(E)代表 E 上的 RCLL函数全体，注意到 ∀f ∈ D(E)，右连续⇒ f(0+) = f(0)，故存在 t1 > 0使得

f(t) = f(0), ∀t ∈ [0, t1)

那么，我们就令

γf
1

def
= sup{t1 ⩾ 0 : f(t) = f(0), ∀t ∈ [0, t1)}

即 f 第一次改变初始状态的时刻（可以取 +∞），如果 γf
1 < +∞，以此类推：

γf
2

def
= sup{t2 ⩾ γf

1 : f(t2) = f(γf
1 ), ∀t ∈ [γf

1 , t2)}

γf
3

def
= sup{t3 ⩾ γf

1 : f(t3) = f(γf
2 ), ∀t ∈ [γf

2 , t3)}

...

一个简单的推论是：γf
n ↗ +∞，否则，假设 γf

n ↗ γf < +∞，则

lim
n→∞

f(γf
n) = f(γf−)

从而存在 N 使得 n > N 时 f(γf
n) = f(γf−)，矛盾。

现在我们考虑 E上的 Feller半群 (Qt)t⩾0，X 是相应的（轨道 RCLL的）马氏过程，我们记概率测度 Px是

满足 Px(X0 = x) = 1的测度，Ex 是 Px 下的期望。那么，固定 ω ∈ Ω，得到 RCLL的样本轨道 t 7→ Xt(ω)，根

据前文中的分析，存在一系列

0 = T0(ω) ⩽ T1(ω) ⩽ T2(ω) ⩽ · · · ⩽ +∞

满足：如果 Ti(ω) < +∞，那么
Xt(ω) = XTi

(ω), ∀t ∈ [Ti(ω), Ti+1(ω))

不难验证 Ti 都是停时。

定理 6.5.1 (指数时间)
对于固定的 x ∈ E，存在常数 q(x) ⩾ 0，使得 Px 测度下，T1 服从参数为 q(x) 的指数分布a。如果

q(x) > 0，则 T1 与 XT1
在 Px 测度下独立。

a参数为 0的指数分布定义为 = +∞a.s.

证明 任取 s, t ⩾ 0，

Px(T1 > s+ t) = Ex[I{T1>s+t}]

= Ex[I{ω:Xu(ω)=X0(ω),∀u∈[0,s+t]}]

= Ex[I{ω:Xu(ω)=X0(ω),∀u∈[0,s]}I{ω:Xu(ω)=Xs(ω),∀u∈[s,s+t]}]

（我们定义：Φ(f) = I{f(u)=f(0),∀u∈[0,t]}）

= Ex[I{T1>s} · Φ(X ◦ θs)]

= Ex[E[I{T1>s} · Φ(X ◦ θs)|Fs]]

= Ex[I{T1>s} · E[Φ(X ◦ θs)|Fs]]
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= Ex[I{T1>s} · EXs
[Φ(X)]]

= Ex[I{T1>s} · EXs [I{T1>t}]]

（注意 T1 > s时 Xs = x）

= Ex[I{T1>s} · Ex[I{T1>t}]]

= Px(T1 > s)Px(T1 > t)

此即无记忆性，可得 T1 服从 Px 下的指数分布。

如果 q(x) > 0，即 T1 < +∞ Px‑a.s.，于是 ∀t ⩾ 0, y ∈ E 有

Px(T1 > t,XT1
= y) = Ex[I{T1>t}I{XT1

=y}]

（我们定义：Ψ(f) = I{γf
1 <+∞,f(γf

1 )=y}）

= Ex[I{T1>t}Ψ(X ◦ θt)]

= Ex[E[I{T1>t}Ψ(X ◦ θt)|Ft]]

= Ex[I{T1>t} · E[Ψ(X ◦ θt)|Ft]]

= Ex[I{T1>t} · EXt
[Ψ(X)]]

= Ex[I{T1>t} · Ex[I{XT1
=y}]]

= Px(T1 > t)Px(XT1
= y)

独立性得证。 □
接下来，如果 q(x) > 0，记 π(x, y) = Px(XT1

= y)，即从 x出发第一次跳跃到 y，不难验证：∑
y∈E

π(x, y) = 1, π(x, x) = 0

定理 6.5.2 (生成元的表述)
(Qt)t⩾0 的生成元为 L，定义域 D(L) = C0(E) = B(E)，那么对于 φ ∈ B(E)，

Lφ(x) = q(x)
∑
y ̸=x

π(x, y)(φ(y)− φ(x))

证明 如果 q(x) = 0，则

Qtφ(x) = Ex[φ(Xt)] = Ex[φ(x)] = φ(x)

从而 Lφ(x) = 0.
如果 q(x) > 0，

引理 6.5.1
Px(T2 ⩽ t) = O(t2)，即存在 C > 0使得 Px(T2 ⩽ t) ⩽ Ct2.

证明

Px(T2 ⩽ t) ⩽ Px(T1 ⩽ t, T2 ⩽ T1 + t)

= Px(T1 ⩽ t, T1 + T1 ◦ θT1
⩽ T1 + t)

= Px(T1 ⩽ t, T1 ◦ θT1 ⩽ t)

= Ex[Ex[I{T1⩽t}I{T1◦θT1
⩽t}|FT1

]]

= Ex[I{T1⩽t}EXT1
[I{T1⩽t}]] (强马氏性)

⩽ Ex[I{T1⩽t} sup
y∈E

Py(T1 ⩽ t)]

⩽ sup
y∈E

Py(T1 ⩽ t)Px(T1 ⩽ t)
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♥

= sup
y∈E

(1− e−q(y)t)(1− e−q(x)t)

⩽ Ct2, 当t → 0

□

那么

Qtφ(x) = Ex[φ(Xt)]

= Ex[φ(Xt); t < T1] + Ex[φ(Xt); t ⩾ T1]

= Ex[φ(Xt); t < T1] + Ex[φ(Xt); T1 ⩽ t < T2] + Ex[φ(Xt); t > T2]

= Ex[φ(x); t < T1] + Ex[φ(XT1); T1 ⩽ t < T2] + Ex[φ(Xt); t > T2]

= φ(x)Px(t < T1) + Ex[φ(XT1
); t ⩾ T1] +O(t2)

= φ(x)e−q(x)t + Ex[φ(XT1)]Px(t ⩾ T1) +O(t2)

= φ(x)e−q(x)t +
∑
y ̸=x

π(x, y)φ(y)(1− e−q(x)t) +O(t2)

= φ(x)e−q(x)t + (1− e−q(x)t)
∑
y ̸=x

π(x, y)φ(y) +O(t2)

因此

Qtφ(x)− φ(x)

t
=

φ(x)(e−q(x)t − 1) + (1− e−q(x)t)
∑

y ̸=x π(x, y)φ(y) +O(t2)

t
→ q(x)

∑
y ̸=x

π(x, y)(φ(y)− φ(x))

□

定理 6.5.3 (跳链)
如果 ∀q(y) > 0，那么固定 x ∈ E，T1(ω) < T2(ω) < · · · 都是 Px‑a.s.有限的，此时，{XTn , n ∈ N+}

构成了一个（离散时间、离散状态）马氏链，其一步转移概率 p(x, y)就是 π(x, y).

证明

Px(XT1 = z1, XT2 = z2) = Px(XT1 = z1, XT1+T1◦θT1
= z2)

= Px(XT1
= z1, XT1

◦ θT1
= z2)

= Px(XT1 = z1, EXT1
[XT1 = z2]) (强马氏性)

= Px(XT1
= z1, Ez1 [XT1

= z2])

= Px(XT1 = z1)Pz1(XT1 = z2)

= π(x, z1)π(z1, z2)

归纳可证

Px(XT1
= z1, XT2

= z2, · · · , XTn
= zn) = π(x, z1)π(z1, z2) · · ·π(zn−1, zn)

□

6.5.2 Levy过程

定义 6.5.1
Y = (Yt)t⩾0 是一个在 R上取值的随机过程，如果：

(1). Y0 = 0 a.s.
(2). Y 有独立平稳增量：对于 ∀s ⩽ t，Yt − Ys 与 (Yr, r ⩽ s)独立，并且与 Yt−s 同分布。
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♣(3). 当 t → 0时，Yt 依概率收敛到 0.

定理 6.5.4
定义 B(R)上的算子如下：固定 t ⩾ 0，

Qtf(x) = E[f(Yt + x)]

那么，(Qt)t⩾0 是 C0(R)上的一个 Feller半群，并且 Y 是关于 (Qt)t⩾0 的马氏过程。

 6.6 习题

题目 6.1. le gall(Exercise6.26)

(Feynman‑Kac formula)设 v ∈ C0(E)非负，对于 φ ∈ B(E)，我们定义

Q∗
tφ(x) = Ex

[
φ(Xt)exp

{
−
∫ t

0

v(Xs)ds

}]
, ∀x ∈ E, ∀t ⩾ 0

1. 证明：对于 ∀φ ∈ B(E), s, t ⩾ 0有 Q∗
t+sφ = Q∗

t (Q
∗
sφ).

2. 根据下面这个恒等式：

1− exp

{
−
∫ t

0

v(Xs)ds

}
=

∫ t

0

v(Xs)exp

{
−
∫ t

s

v(Xr)dr

}
ds

证明：∀φ ∈ B(E)，都有

Qtφ−Q∗
tφ =

∫ t

0

Qs(vQ
∗
t−sφ)ds

3. 设 φ ∈ D(L)，证明：
d

dt
Q∗

tφ|t=0 = Lφ− vφ

解答：本题没什么难度，用的都是很简单的马氏性变换技巧。

1.

Q∗
t+sφ(x) = Ex

[
φ(Xt+s)exp

{
−
∫ t+s

0

v(Xu)du

}]
= Ex

[
E
[
φ(Xt+s)exp

{
−
∫ t+s

0

v(Xu)du

}∣∣∣∣Ft

]]
= Ex

[
exp

{
−
∫ t

0

v(Xu)du

}
· E
[
φ(Xt+s)exp

{
−
∫ t+s

t

v(Xu)du

}∣∣∣∣Ft

]]
= Ex

[
exp

{
−
∫ t

0

v(Xu)du

}
· EXt

[
φ(Xs)exp

{
−
∫ s

0

v(Xu)du

}]]
（由马氏性）

= Ex

[
exp

{
−
∫ t

0

v(Xu)du

}
·Q∗

s(Xt)

]
= Q∗

t (Q
∗
s)(x)

2.

Qtφ(x)−Q∗
tφ(x) = Ex

[
φ(Xt) ·

(
1− exp

{
−
∫ t

0

v(Xs)ds

})]
= Ex

[
φ(Xt) ·

∫ t

0

v(Xs)exp

{
−
∫ t

s

v(Xr)dr

}
ds

]
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=

∫ t

0

Ex

[
φ(Xt) · v(Xs)exp

{
−
∫ t

s

v(Xr)dr

}]
ds

=

∫ t

0

Ex

[
E
[
φ(Xt) · v(Xs)exp

{
−
∫ t

s

v(Xr)dr

}∣∣∣∣Fs

]]
ds

=

∫ t

0

Ex

[
v(Xs)E

[
φ(Xt) · exp

{
−
∫ t

s

v(Xr)dr

}∣∣∣∣Fs

]]
ds

=

∫ t

0

Ex

[
v(Xs)EXs

[
φ(Xt−s) · exp

{
−
∫ t−s

0

v(Xr)dr

}]]
ds

=

∫ t

0

Ex

[
v(Xs)Q

∗
t−sφ(Xs)

]
ds

= Qs(v(Q
∗
t−sφ))(x)

3. 易证 Q∗
0φ = φ，所以

d

dt
Q∗

tφ

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0+

Q∗
tφ− φ

t
= lim

t→0+

Q∗
tφ−Qtφ+Qtφ− φ

t
= Lφ− lim

t→0+

∫ t

0
Qs(vQ

∗
t−sφ)ds

t
= Lφ− vφ

题目 6.2. le gall(Exercise6.29.1‑4)

1. g ∈ C0(E)，x ∈ E，T 为停时，证明：

Ex

[
I{T<+∞}e

−λT

∫
R
e−λtg(XT+t)dt

]
= Ex[I{T<+∞}e

−λTRλg(XT )]

2. 证明：

Rλg(x) = Ex

[∫ T

0

e−λtg(Xt)dt

]
+ Ex[I{T<+∞}e

−λTRλg(XT )]

3. 如果 f ∈ D(L)，证明：

f(x) = Ex

[∫ T

0

e−λt(λf − Lf)(Xt)dt

]
+ Ex[I{T<+∞}e

−λT f(XT )]

4. 设 Ex[T ] < +∞，利用 3.中结论证明：

Ex

[∫ T

0

Lf(Xt)dt

]
= Ex[f(XT )]− f(x)

解答：

1.

LHS = Ex

[
I{T<+∞}e

−λT

∫
R
e−λtg(XT+t)dt

]
= Ex

[
E
[
I{T<+∞}e

−λT

∫
R
e−λtg(XT+t)dt

∣∣∣∣FT

]]
= Ex

[
e−λTE

[
I{T<+∞}

∫
R
e−λtg(XT+t)dt

∣∣∣∣FT

]]
= Ex

[
e−λT I{T<+∞}EXT

[∫
R
e−λtg(Xt)dt

]]
= Ex

[
e−λT I{T<+∞}

∫
R
EXT

[
e−λtg(Xt)

]
dt

]
= Ex

[
e−λT I{T<+∞}

∫
R
e−λtQtg(XT )dt

]
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= Ex

[
e−λT I{T<+∞}Rλg(XT )

]
= RHS

2.

Rλg(x) =

∫ ∞

0

e−λtQtg(x)dt

=

∫ ∞

0

e−λtEx[g(Xt)]dt

= Ex

[∫ ∞

0

e−λtg(Xt)dt

]
= Ex

[∫ T

0

e−λtg(Xt)dt

]
+ Ex

[∫ ∞

T

e−λtg(Xt)dt

]

= Ex

[∫ T

0

e−λtg(Xt)dt

]
+ Ex

[
I{T<+∞}

∫ ∞

T

e−λtg(Xt)dt

]

= Ex

[∫ T

0

e−λtg(Xt)dt

]
+ Ex

[
e−λT I{T<+∞}

∫ ∞

0

e−λtg(Xt+T )dt

]

= Ex

[∫ T

0

e−λtg(Xt)dt

]
+ Ex[I{T<+∞}e

−λTRλg(XT )] （由 1.中结论）

3. 注意到 Rλ = (λ− L)−1，考虑 g = (λ− L)f，代入 2.中结论即可。
4. Ex[T ] < +∞说明 T < +∞ Px‑a.s.，以下不再特殊说明。由于 f, L(f)有界，Ex[T ] < +∞，令 3.中的 λ → 0，

根据控制收敛定理，

f(x) = lim
λ→0

Ex

[∫ T

0

e−λt(λf − Lf)(Xt)dt

]
+ lim

λ→0
Ex[I{T<+∞}e

−λT f(XT )]

= Ex

[∫ T

0

lim
λ→0

e−λt(λf − Lf)(Xt)dt

]
+ Ex[ lim

λ→0
e−λT f(XT )]

= −Ex

[∫ T

0

Lf(Xt)dt

]
+ Ex[f(XT )]

关于本题 4.的结论，有一种更直接的证法：回顾定理 6.3.3，可知

Mt = f(Xt)−
∫ t

0

Lf(Xs)ds

是一个鞅，固定K > 0，Mt∧K 为一致可积鞅，由择停定理可知

f(x) = Ex[M0] = Ex[f(XT∧K)−
∫ T∧K

0

Lf(Xs)ds]

由 Ex[T ] < +∞可知
lim

K→∞
f(XT∧K) = f(XT ) Px−a.s.

由控制收敛定理即得

f(x) = Ex[f(XT )]− Ex

[∫ T

0

Lf(Xt)dt

]
最后放一道去年期末题，比较简单，甚至都不需要用到马氏性。

题目 6.3. 2023SPFinal.6

(Xx
t )为马氏过程，(Qt)t⩾0 为 Feller半群，生成元为 L，Xx

0 = x，v, h ∈ C0(E)，求证：如果

Mx
t = e−

∫ t
0
v(Xx

s )dsh(Xx
t )
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是鞅，则 h ∈ D(L)，并且 Lh = vh.

解答：任取 t, u ⩾ 0，E[Mx
t+u|Ft] = Mx

t ，左边等于

E
[
e−

∫ t+u
0

v(Xx
s )dsh(Xx

t+u)
∣∣∣Ft

]
= e−

∫ t
0
v(Xx

s )dsE
[
e−

∫ t+u
t

v(Xx
s )dsh(Xx

t+u)
∣∣∣Ft

]
因此

E
[
e−

∫ t+u
t

v(Xx
s )dsh(Xx

t+u)
∣∣∣Ft

]
= h(Mx

t )

令 t = 0，得到

h(x) = Ex[e
−

∫ u
0

v(Xs)dsh(Xu)]

所以

Lh(x) = lim
u→0+

Quh(x)− h(x)

u

= lim
u→0+

Ex[h(Xu)]− h(x)

u

= lim
u→0+

Ex

[(
1− e−

∫ u
0

v(Xs)ds
)
h(Xu)

]
u

= Ex

[
lim

u→0+

1− e−
∫ u
0

v(Xs)ds

u
h(Xu)

]

= Ex

[
h(x) lim

u→0+

∫ u

0
v(Xs)exp

{
−
∫ u

s
v(Xr)dr

}
ds

u

]

= Ex

[
h(x) lim

u→0+
v(X0)exp

{
−
∫ u

0

v(Xr)dr

}]
（洛必达）

= Ex [h(x)v(x)]

= h(x)v(x)

中间用到了题目 6.1.2里面的那个恒等式。
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 6.7 关于跳跃过程的更多内容 *

此部分来源于应随课程，主要内容为离散状态、连续时间马氏过程（即跳跃过程，也称之为连续时间马氏

链）的更多性质和应用。

6.7.1 基本概念

定义 6.7.1 (连续时间马氏链)

♣

概率空间 (Ω,F ,P)上的随机过程 X = {X(t), t ⩾ 0}的状态空间 S 为至多可数集。如果 X 满足马氏

性：∀j, i1, · · · , in−1 ∈ S, 0 ⩽ t1 < · · · < tn，都有

P(X(tn) = j|X(tn−1) = in−1, · · · , X(t1) = i1) = P(X(tn) = j|X(tn−1) = in−1)

并且 X 是右连续的，则称 X 为连续时间马氏链。

其转移概率定义为

pij(s, t) = P(X(t) = j|X(s) = i)

如果 pij(s, t) = pij(0, t−s)，则称X为时间齐次的，以下我们总假设时间齐次，并把 pij(0, t)简记为 pij(t).
记矩阵 Pt = (pij(t))|S|×|S|，{Pt, t ⩾ 0}称为 X 的转移半群。

定理 6.7.1
{Pt, t ⩾ 0}的性质：

(1). P0 = I .
(2). ∀pij(t) ⩾ 0，

∑
j pij(t) = 1.

(3). CK方程：Ps+t = Ps +Pt.

所以，X 的分布由 X(0)和 {Pt, t ⩾ 0}决定。

定义 6.7.2 (马氏性更一般化的定义)

♣

对于 A ∈ F，如果 A ∈ σ({X(s), s < t})，则称 A is t‑historical；如果如果 A ∈ σ({X(s), s > t})，则
称 A is t‑future.
马氏性：∀t > 0，设 H is t‑historical，F is t‑future，则

P(F |X(t) = j,H) = P(F |X(t) = j), ∀j ∈ S

定义 6.7.3 (停时)

♣
称随机变量 T 为关于 X 的停时，如果 ∀t ⩾ 0，{T ⩽ t} ∈ σ({X(s), s ⩽ t}).

定义 T0 = 0，

Tn = inf{t > Tn−1 : X(t) 6= X(Tn−1)}, n ⩾ 1

代表 X 第 n次跳跃的时刻，记 Um = Tm+1 − Tm 为 X 在第m个状态下的停留时间。这些都是停时。令

T∞
def
= lim

n→∞
Tn

定理 6.7.2 (强马氏性)
T 为关于X 的停时，给定 I = {T < T∞}∩{X(T ) = i}的条件下，X∗ = {X∗(u) = X(T +u), u ⩾ 0}

与给定 X(0) = i条件下的 X 同分布，且与 {X(s), s < T}独立。
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定理 6.7.3 (指数时间)
U0服从参数为 gi的指数分布，gi只与初始状态X(0) = i有关。给定X(0) = i的条件下，若 gi > 0，

则 X(U0)与 U0 独立。

这是我们已经证明过的结论，参见定理 6.5.1.

定义 6.7.4 (跳链与生成元)

♣

对于连续时间马氏链 X，取离散时间马氏链 Y = {Yn, n ∈ N}，状态空间为 S，转移概率为：

yij =

{
δij , gi = 0

P(X(U0) = j|X(0) = i) , gi > 0

Y 称为 X 的跳链。

令

gij = gi(yij − δij) =

{
giyij , i 6= j

−gi , i = j

矩阵 G = (gij)|S|×|S|，称为 X 的生成元。生成元的行之和为 0，这点与转移矩阵略有不同。

一个连续时间马氏链 X = {Xt(ω), t ⩾ 0}可以由跳链 Y 和生成元 G来描述：注意到∑
j ̸=i

gij = gi

我们取与 Y 独立的一系列随机变量 U0, U1, · · ·，其中 Ui服从参数为 gi的指数分布，并设 Tn = U0 + · · ·+Un−1，

那么

Xt(ω)
def
= Yn(ω), where t ∈ [Tn(ω), Tn+1(ω))

有一个问题：如果P(T∞ < +∞) > 0，对于ω ∈ {T∞ < +∞}，t > T∞无定义。解决办法是：令S′ = S∪{+∞}，
且令 X(t) = +∞, t ⩾ T∞，此时我们称 X 是minimal markov process.
跳链是很重要的工具概念，我们接下来会利用跳链对连续时间马氏链进行详细的分析。

6.7.2 状态分类、状态之间的关系

我们先考虑 X 的跳链 Y .

定理 6.7.4
X 是连续时间马氏链，Y 是 X 的跳链，给定 X(0) = i条件下，X 不爆炸的充分条件为以下任意之

一：

(1). S 有限。
(2). sup

j
gj < +∞.

(3). i是 Y 的常返态。

证明 (1) ⇒ (2).
(2)：设 r = sup

j
gj < +∞，Un ∼ exp{gYn}，如果存在某个 gYn = 0，则 Un = +∞ ⇒ T∞ = ∞ a.s. 如果

gYn > 0，则令 Vn = gYn · Un ∼ exp{1}，于是

r · T∞ =
∞∑

n=1

rUn ⩾
∞∑

n=1

Vn = ∞ a.s.

(3)：gi = 0则不爆炸；gi > 0时，i是 Y 的常返态，Y0 = i，说明存在 0 = N0 < N1 < · · · 使得 YNj
= i，从
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而

giT∞ =
∞∑
j=0

giUj ⩾
∞∑
j=0

giUNj = ∞ a.s.

□

例 6.7.1.

设离散时间马氏链 Y = {Tn, n ∈ N}，状态空间为 S，转移矩阵 PY = (yij)|S|×|S|，并且 ∀yii = 0，设

N 是参数为 λ的 Poisson过程，并设

T0 = 0, Tn = inf{t ⩾ 0 : N(t) = n}

然后，我们定义 X(t) = Yn，其中 Tn ⩽ t < Tn+1，则 X 是连续时间马氏链，转移概率为：

pij(t) = P(X(t) = j|X(0) = i)

=
∞∑

n=0

P(X(t) = j,N(t) = n|X(0) = i)

=
∞∑

n=0

P(Yn = j,N(t) = n|Y (0) = i)

=

∞∑
n=0

P(N(t) = n) · P(Yn = j|Y (0) = i)

=

∞∑
n=0

e−λt
(λt)n(PY )

n
ij

n!

⇒ PX(t) = (pij(t))|S|×|S| = eλt(PY −I)

这里矩阵指数是指：

eA =

∞∑
n=0

An

n!

定义 6.7.5

♣
对于连续时间马氏链 X，如果 ∀i, j ∈ S，都存在 t > 0使得 pij(t) > 0，则称 X 不可约。

推论 6.7.1

♥
|S| = 1则显然 X 不可约，|S| > 1时 X 不可约⇒ ∀gi > 0.

定理 6.7.5
连续时间马氏链 X 的跳链为 Y，以下命题等价：

(1). X 不可约。
(2). ∀i, j ∈ S, ∀t > 0, pij(t) > 0.
(3). Y 不可约，且 ∀gi > 0.

类似于离散时间马氏链，我们可以定义连续情形下的常返态：

第 153页



第 6章 连续时间马氏过程 6.7 关于跳跃过程的更多内容 *

定义 6.7.6 (常返与瞬时)

♣

对于连续时间马氏链 X，如果状态 i满足

P({t ⩾ 0 : X(t) = i}无界|X(0) = i) = 1

则称 i是 X 的常返态；如果状态 i满足

P({t ⩾ 0 : X(t) = i}无界|X(0) = i) = 0

则称 i是 X 的瞬时态。

定义 6.7.7 (正常返与零常返)

♣

对于连续时间马氏链 X 的常返态 i，定义最早返回时间：

Ri = inf{t > U0 : X(t) = i}

如果mi = E[Ri|X(0) = i] < +∞，则称状态 i正常返，否则称其零常返。

定理 6.7.6
连续时间马氏链 X 的跳链为 Y，

(1). 若 gi = 0，则 i为 X 的常返态。

(2). 若 gi > 0，则 i在 X、Y 中的常返/瞬时状态一致。
(3). 若 X 不可约，则所有状态要么常返，要么瞬时。

6.7.3 Kolmogorov方程

回顾连续时间马氏链 X 和其跳链 Y 的关系，得到转移概率的估计：

定理 6.7.7
连续时间马氏链 X 的生成元为 G = (gij)，那么

pij(t+ h)
def
= P(X(t+ h) = j|X(t) = i) = δij + gijh+ o(h) (⋆)

证明 作业。 □
我们借此尝试推导 Kolmogorov方程。

定理 6.7.8 (Kolmogorov)

连续时间马氏链 X 的状态空间 S 有限，转移半群为 {Pt, t ⩾ 0}，生成元为 G = (gij)，则：

d

dt
Pt = Pt ·G 向前方程

d

dt
Pt = G ·Pt 向后方程

边界条件：P0 = I .

证明 对于 pij(t+ h)，考虑用 i
t→ k

h→ j 拆分：

pij(t+ h) = P(X(t+ h) = j|X(0) = i)

=
∑
k∈S

P(X(t+ h) = j|X(t) = k) · P(X(t) = k|X(0) = i)

=
∑
k∈S

pkj(h)pik(t)
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=
∑
k∈S

(δkj + gkjh+ o(h))pik(t)

= pij(t) +
∑
k∈S

pik(t)gkjh+ o(h)

整理一下得到：
pij(t+ h)− pij(t)

h
=
∑
k∈S

pik(t)gkj +
o(h)

h

令 h → 0则得到向前方程。类似的，考虑用 i
h→ k

t→ j，就得到向后方程。 □

推论 6.7.2

♥

连续时间马氏链 X 的状态空间 S 有限，转移半群为 {Pt, t ⩾ 0}，生成元为 G = (gij)，则求解

Kolmogorov方程，得到唯一解：

Pt = et·G =
∞∑

n=0

Gn

n!
tn

现在的问题是：如果 |S| = ∞，
∑

k∈S 变为无穷求和，能否直接与 lim
h→0
交换？这会导致向后方程

定理 6.7.9
|S| = ∞，G为 S 上的生成元（即满足非负、行和为 0的矩阵），令 X 为以 G为生成元的 minimal

markov process，那么：
(1). X 的转移半群 {Pt} 为向后方程的最小非负解。即任何一个满足向后方程的其他解 πij(t)，都有

pij(t) ⩽ πij(t).
(2). X 的转移半群 {Pt}也是向前方程的最小非负解。

证明 我们只说明 (1)，(2)见 (Norris 1997.p.100).
设 T1 是 X 第一次改变初始状态的时刻，即

T1 = inf{t > 0 : X(t) 6= X(0)}

那么，

pij(t) = P(T1 > t,X(t) = j|X(0) = i) + P(T1 ⩽ t,X(t) = j|X(0) = i)

= P(T1 > t,X(t) = j|X(0) = i) +
∑
k ̸=i

P(T1 ⩽ t,X(t) = j,X(T1) = k|X(0) = i)

= δije
−git +

∑
k ̸=i

∫ t

0

gie
−gisyikpkj(t− s)ds (⋆)

这里利用 Fubini定理交换求和与积分顺序，并换元 u = t− s，得到：

egitpij(t) = δij +

∫ t

0

∑
k ̸=i

gie
giuyikpkj(u)du

两边对 t求导，就得到
d

dt
pij(t) =

∑
k∈S

gikpkj(t), i ∈ S

这就验证了 Pt符合向后方程。下面证明它是最小非负解，假设另一个非负解 πij(t)满足向后方程，它同样满足

(⋆)式。如果设 Tn 为第 n次改变初始状态的时刻，接下来我们利用归纳法证明：

πij(t) ⩾ P(X(t) = j, Tn > t|X(0) = i), ∀i, j ∈ S, t > 0, n ⩾ 1
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当 n = 1时，

πij(t) ⩾ δije
−git = P(X(t) = j, T1 > t|X(0) = i)

假设 1 ⩽ n ⩽ N 都成立，考虑 n = N + 1的情形，

P(X(t) = j, TN+1 > t|X(0) = i)

= P(X(t) = j, TN+1 > t, T1 > t|X(0) = i) + P(X(t) = j, TN+1 > t, T1 ⩽ t|X(0) = i)

= P(X(t) = j, T1 > t|X(0) = i) +
∑
k ̸=i

P(X(t) = j, TN+1 > t, T1 ⩽ t,X(T1) = k|X(0) = i)

= δije
−git +

∑
k ̸=i

P(X(t) = j, TN+1 > t, T1 ⩽ t|X(T1) = k)P(X(T1) = k|X(0) = i)

= δije
−git +

∑
k ̸=i

∫ t

0

gie
−gisP(X(t− s) = j, TN > t|X(0) = k)yikds

从而由递推可得 n = N + 1的情形成立。

那么，令 n → +∞，Tn → T∞，

πij(t) ⩾ lim
n→∞

P(X(t) = j, Tn > t|X(0) = i) = P(X(t) = j, T∞ > t|X(0) = i) = pij(t)

□

6.7.4 平稳分布

定义 6.7.8

♣

类似于离散情形，对于不可约、不爆炸的连续时间马氏链X，其转移半群为 {Pt}，若 S 上的测度 π

满足

πPt = π, ∀t ⩾ 0

则称 π为 X 的平稳测度。上述 π如果是概率测度，则称其为平稳分布。

回忆：关于常返态 i，记

Ri = inf{t > T1 : X(t) = i}

那么 Ri|X(0) = i就是首次回到 i的时刻，其期望记作

mi = E[Ri|X(0) = i]

如果有限，则称正常返。

定理 6.7.10
不可约的连续时间马氏链X 的状态空间 S满足 |S| ⩾ 2，若存在 k ∈ S正常返，则存在唯一平稳分布

π，并且 π还是唯一满足 πG = 0的概率测度。

若 X 不爆炸，且存在概率测度 π满足 πG = 0，则：

(1). 所有状态都正常返；
(2). π为平稳分布；
(3). π−1

k = mkgk.

引理 6.7.1
不可约的连续时间马氏链 X 的跳链为 Y，

(1). 测度 a满足 aG = 0当且仅当测度 v = (vi = aigi, i ∈ S)满足 vPY = v.进一步地若 X 常返，则 a

唯一。
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♥

(2). 若测度 a满足 aG = 0，则 ∀aj > 0.
(3). 假设 X 常返，任取 k ∈ S，则令

µj(k) = E

[∫ Rk

0

I{X(s)=j}ds

∣∣∣∣∣X(0) = k

]
则 µ(k) = (µj(k), j ∈ S)是 X 的平稳测度并且 µ(k)G = 0.

例 6.7.2.

连续时间马氏链 X 的状态空间为 Z，生成元 G = (gij)为：

gm,m+1 =

{
4m ,m ⩾ 0
1
24

−m ,m ⩽ −1
, gm,m−1 =

{
1
24

m ,m ⩾ 1

4−m ,m ⩽ 0

gm,m = −gm,m+1 − gm,m−1 =

{
− 3

24
|m| ,m 6= 0

−1 ,m = 0

其余为 0.
注意到 ∀gm,m < 0 ⇒ ∀gm > 0，X 不可约。方程 πG = 0有两组解：

π(1)(m) =
1

3
2−|m|

π(2)(m) =

{
1
34

−m ,m ⩾ 0
1
3
2−m+1−1

4m ,m ⩽ −1

这说明 X 爆炸。（如果 X 不爆炸，πG = 0的解应当存在唯一。）

定理 6.7.11
X 是连续时间马氏链，不可约、不爆炸，

(1). 若存在平稳分布 π，则唯一。且 ∀i, j ∈ S，有 lim
t→∞

pij(t) = πj .
(2). 若不存在平稳分布，则 ∀i, j ∈ S，有 lim

t→∞
pij(t) = 0.

例 6.7.3.

生灭过程：状态空间为 N，生成元为：

G =


−λ0 λ0

µ1 −(λ1 + µ1) λ1

µ2 −(λ2 + µ2) λ2

. . . . . . . . .


其中 λ·, µ· > 0.

定理 6.7.12 (Detailed Balance Condition)
分布 π满足 ∀j 6= k有 πjgjk = πkgkj，则 π是平稳分布。
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6.7.5 终止分布问题 (Exit Distributions)

定理 6.7.13 (Exit Distributions, ED)
X 是连续时间马氏链，Z 是其跳链，状态空间为 S，A,B ⊂ S，C = S − (A ∪B)，令：

VA = inf{t ⩾ 0 : Xt ∈ A}

V Z
A = min{n ⩾ 0 : Zn ∈ A}

VB , V
Z
B 类似。令 T = VA ∧ VB，且 ∀i ∈ C，P(T < +∞|X0 = i) > 0.
如果函数 h : S → [0, 1]满足：h(A) = 1，h(B) = 0，∑

j∈S

gijh(j) = 0, ∀i ∈ C

则 h(i) = P(VA < VB |X0 = i).

定理 6.7.14 (Exit Times, ET)
X 是连续时间马氏链，Z 是其跳链，状态空间为 S，A ⊂ S，C = S − A是有限集，并且 ∀i ∈ C，

P(VA < +∞|X0 = i) > 0，如果函数 h : S → [0, 1]满足：h(A) = 0，∑
j∈S

gijg(j) = −1, ∀i ∈ C

则 h(i) = E[VA|X0 = i].
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