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1 任务:

• 阅读代码以及 Eigenpro 系列文章，弄清楚其原理。
• 阅读 Ma, Bassily, and Belkin (2018) 的文章，观察其如何证明最优的

batch size 𝑚∗。

• 尝试利用子取样的方法优化 RKHS norm的计算，继续尝试复现 Belkin,
Ma, and Mandal (2018) 的 fig4。

• Random feature 的 double descent。
• 为什么 Gaussian 核表现不好？
• 超参数怎么选？
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1.1 Diving into the shallows: a computational perspective
on large-scale shallow learning

1.1.1 问题的动机

有限样本对应的是 Gram matrix 𝐾，而无限样本情形（总体情形）对应的
是 Hilbert-Schmidt operator 𝒦. 𝒦 是一个 𝐿2(𝒳) → 𝐿2(𝒳) 的紧自伴算子：

𝒦𝑓(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑧)𝑓(𝑧)𝑑𝜇𝑧

其中 𝜇𝑧 可以看做是总体分布对应的测度，𝒳 为样本空间。这里设 𝒦 具有

递降趋于 0 的特征值 𝜆1, 𝜆2, ⋯, 我们有如下定理：

即对于无限次可导的核函数，其对应的 Hilbert-Schmidt operator 具有超多
项式特征值衰减性质。

下面考虑我们要估计的向量（无穷维时就是函数），是否能由梯度下降方法

得到？在最小二乘的设定之下有如下的迭代：
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下面定义梯度下降算法的 computational reach 𝒞ℛ𝑡(𝜀) ∶= {v ∈ ℋ ∶ ||(𝐼 −
𝜂𝐻)𝑚v|| ≤ 𝜀||v||}。我们下面通过一个简单的实验去看看梯度下降方法要拟
合一个函数，大概需要多少次迭代？考虑一个在分类问题中很自然的函数，

Heaviside step function 𝑔(𝑥)，在 (0, 𝜋)上取 1，在 (𝜋, 2𝜋)上取-1。我们考虑
无穷样本下（样本量趋于无穷），使用高斯核进行梯度下降，在平方损失下

逼近该函数。简单的理论推导显示，需要 𝑂(exp( 1
𝜀2 )) 次迭代才能得到 𝑔(𝑥)

的 𝜀-逼近。因此在迭代次数分别为 100 和 100000 时，得到的逼近效果相差
不多。

这个简单的例子展现了梯度下降方法的局限性：数据的需求量是指数级别

的。

在此复现了论文的图，对比如下：
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(a) 迭代 100 次 (b) 迭代 10 万次

图 1: 我的模拟结果

1.1.2 EigenPro iteration

1.1.2.1 Linear EigenPro
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1.1.2.2 Kernel EigenPro 需要注意的细节：

• 步长的选择

• 代码的细节
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