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任务:

• 阅读：Diving into the shallows: a computational perspective on large-
scale shallow learning。该文章从计算的角度研究了核学习机的优化手
段。

• 复现：Belkin, Ma, and Mandal (2018)，To Understand Deep Learning
We Need to Understand Kernel Learning。该文章给出了一些实验的
详细细节，涉及到 kernel 的编程，值得复现。具体来说，要结合真实
数据集（首先使用 FashionMNIST 数据集）
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对于真实数据集，利用随机梯度下降训练核学习机处理分类任务

方法一

这个方法来自文献 Ma and Belkin (2019)，其目的是最大程度地利用 GPU
的存储资源和并行计算资源。当 batch size 在一定范围内增加时，训练耗时
会线性减小，只到一个阈值。该方法的目标是找到这个阈值 𝑚∗。具体来讲，

𝑚∗ 的大小和我们的 Gram matrix的最大特征值是直接相关的。近似地有如
下解析表达式：

因此，可以针对已有计算资源 𝐺 和计算出来的 𝑚∗ 的大小构造一个新的

kernel 𝐾𝐺，使得 𝐾𝐺 和原有的 Gram matrix 𝐾 具有相同的插值解。

此外，为了估计 𝐾 的最大的 𝑞 个特征值，我们采用子抽样的方法进行高效
的估计：

在此子取样估计的结果之上再进行参数的更新：
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将此算法应用在 CIFAR-10和 FashionMNIST数据集上，采用不同的 kernel
得到的结果如下：

图 1: CIFAR-10
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图 2: FashionMNIST

可以看出，relu_ntk 和 Laplacian 核表现很好，然而 Gaussian 核往往意味
着更差的效果和更久的训练时间。

方法二

方法二主要参考 Abedsoltan, Belkin, and Pandit (2023)的工作，是 Ma and
Belkin (2019) 的续集。Ma and Belkin (2019) 的工作的局限性在于核学习
机只能是

𝑓(𝑥) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝐾(𝑥, 𝑥𝑖)

的形式，即 kernel 的个数等于样本个数：相当于针对 interpolation 情形设
计的算法，而没有给出 kernel 个数为 𝑝 ≠ 𝑛 时的迭代算法。Abedsoltan,
Belkin, and Pandit (2023) 的工作则是设计算法解下列问题：

argmin𝑓∈ℋ

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖)2 subject to 𝑓(𝑥) =
𝑝

∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝐾(𝑥, 𝑧𝑖) ∀𝑥

在方法一的基础之上，这里使用了两处预处理器 (preconditioner)，采用了
基于投影的预处理器：

𝑓𝑡+1 = proj𝒞 (𝑓𝑡 − 𝜂𝒫(∇𝐿(𝑓𝑡))) ,
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其中 ∇𝐿 是 Fréchet 导数，𝒫 是基于 𝐾 的前 𝑞 个特征值和特征向量共同构
建的。迭代步骤如下，其中 “EigenPro2” 对应方法一中的算法。

在 CIFAR-10 和 FashionMNIST 数据集上训练结果如下：

图 3: CIFAR-10
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图 4: FashionMNIST

复现 fig4，在 MNIST 数据集上，不同样本个数对应的 RKHS
norm 的变化（失败）

论文 Belkin, Ma, and Mandal (2018) 给 label 加上比率为 𝜀 的噪声，可以
观测到噪声的程度越大 RKHS 的 norm 越大，然而在我的实验中并没有观
测到这一点。此外，文章对 interpolation 和 overfit 情况进行了区分并且强
调 interpolation 的 norm 会有指数级别增长，仍然无法给出多项式级别的
bounds。在计算 overfit 情形的 RKHS norm 的时候失败，代码有待进一步
修复。下面给出待复现的原图：

遇到问题的主要原因：在 𝑦 是一元的情况下，RKHS norm 易于用公式计算；
但是在多分类问题中采用的是独热编码，这就导致了问题；此外，似乎计算
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RKHS norm 需要算很久。
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