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Chapter 1~2

模型设定

考虑线性模型。训练集 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 ≤ 𝑛，𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑝 是输入的特征，𝑦𝑖 ∈ ℝ 是相
应，他们满足如下的分布：

(𝑥𝑖, 𝜖𝑖) ∼ 𝑃𝑥 × 𝑃𝜖; 𝑦𝑖 = 𝑥𝑇
𝑖 𝛽 + 𝜖𝑖.

其中，𝑃𝑥 是满足 𝔼(𝑥𝑖) = 0, 𝐶𝑜𝑣(𝑥𝑖) = Σ 的分布，噪声满足零均值，方差
𝑉 𝑎𝑟(𝜖𝑖) = 𝜎2。

在 𝑝 > 𝑛(overparametrized) 情况下，我们使用 𝐿2 范数最小的估计，即加

号逆。加号逆可以用岭回归的极限来逼近。
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图 1: 模型设定与偏差-方差分解
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Chapter 3:Isotropic features

这个情形下先讨论 Σ = 𝐼𝑝 的情况。文章指出 𝑛, 𝑝 → ∞, 𝑝/𝑛 → 𝛾 ∈ (0, ∞)
的时候，预报风险的极限仅与 𝑝/𝑛, 𝜎2, 𝑟2 ∶= ‖𝛽‖2

2 有关。比例 SNR ∶= 𝑟2/𝜎2

被称为信噪比 (signal-to-noise ratio)。下面模拟不同 SNR 下，预报误差关
于 𝛾 的变化。

3.2 Limiting risk

这一小节探讨预报误差的渐进性质。

取定 𝑛 = 200, 𝜎2 = 1，SNR = 1, 2, 3, 4, 5，𝛾 ∈ (0.1, 10)。由于根据这一章假
设，𝑥 各个分量之间的生成是独立且满足一定正则条件的，我们生成每个样
本 𝑥 ∼ 𝑁(0, 𝐼𝑝)。

图 2: Page10 Fig
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这个结果跟理论的结果非常相符，𝛾 < 1 的时候极限分布与 SNR 无关，这
五条线也几乎重合；虚线代表零误差，即 ̂𝛽 = 0 的时候对应的预报风险。
𝛾 < 1 的时候 SNR 越大的时候右半部分 U 形曲线越明显，理论上该最小值
在 𝛾 =

√
SNR√

SNR−1 处取到，最终收敛值如下：

图 3: Theorem 1

3.3 Limiting 𝐿2 norm

这一小节探讨 ‖ ̂𝛽‖2
2 渐进性质。文章没有给出模拟，这里简要模拟一下。



任务: 6

图 4: 3.3 simulation

图 5: Corollary 1
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Chapter 4:Correlated features

这个情形下先讨论 Σ ≠ 𝐼𝑝 的情况。这时候产生训练样本 𝑥 的办法是先生成
𝑝 维向量 𝑧，满足 𝑧𝑖 iid ∼ (0, 1)，再做变换 𝑥 = Σ 1

2 𝑧。

最小范数回归的风险取决于 Σ 和 𝛽 的几何形态。用 Σ = ∑𝑝
𝑖=1 𝑠𝑖𝑣𝑖𝑣𝑇

𝑖 表示

Σ 的特征值分解，其中 𝑠1 ≥ 𝑠2 ≥ … ≥ 𝑠𝑝 ≥ 0。问题的几何形态由特征值序
列 (𝑠1, … , 𝑠𝑝) 和在特征向量基 ((𝑣𝑇

1 𝛽), … , (𝑣𝑇
𝑝 𝛽)) 中的 𝛽 的系数决定。

文章通过在 ℝ≥0 上的两个概率分布来编码这些：

𝐻̂𝑛(𝑠) ∶= 1
𝑝

𝑝
∑
𝑖=1

1{𝑠≥𝑠𝑖}, ̂𝐺𝑛(𝑠) = 1
‖𝛽‖2

2

𝑝
∑
𝑖=1

⟨𝛽, 𝑣𝑖⟩21{𝑠≥𝑠𝑖}.

4.1 Prediction risk

基于一些假设，给出了 Bias 和 Variance 的置信域。

图 6: Assumption 1
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图 7: Definition 1

图 8: Theorem 2

在渐进意义下，给出 𝐻̂𝑛, ̂𝐺𝑛 的弱收敛假设，得到 Bias 和 Variance 几乎处
处收敛的结论：

图 9: Theorem 3

下面试着模拟这一点。目标是先固定 𝑛，换不同的 𝑝，看偏差和方差的蒙特
卡洛估计是否收敛于理论值。步骤如下：
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• 选取合适的 Σ 和 𝑧 的分布，使得弱收敛条件成立；
• 对于每个 𝑝 生成 𝛽𝑝 ∈ ℝ𝑝; Σ𝑝 ∈ ℝ𝑝×𝑝，计算出偏差和方差的理论值

ℬ(𝐻, 𝐺, 𝜆), 𝒱(𝐻, 𝜆)；
• 生成设计阵 𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑝，注意这之后 𝑋 不能变化，因为我们所说的偏
差和方差是以设计阵为条件的；

• 蒙特卡罗模拟 (即对于刚刚固定好的 𝑋，生成 𝑚 次 𝑦，得到 𝑚 个 ̂𝛽)，
得到偏差和方差的估计；

• 横轴为 𝛾，纵轴为偏差或者方差，对比估计和理论值。

先简单画一条没有理论值的：

图 10: 蒙特卡洛模拟效果，没有附加理论值

目前偏差模拟与理论符合，方差部分仍有问题。下图中方框代表理论值。
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图 11: 方差模拟失败的结果，但偏差模拟成功了
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图 12: 稍作改进，还是有问题
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