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1
概率论

主要侧重于数字特征与特征函数、极限定理的内容。

1.1 协方差

定义 1 (协方差). Cov(X,Y ) := E[(X − EX)(Y − EY )].

定理 1.1. 协方差满足如下等式：
(a)Cov(X,Y ) = Cov(Y,X);
(b)Var(X + Y ) = VarX + 2Cov(X,Y ) + VarY ;
(c)Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ];
(d)Cov(X,Y ) = E[X(Y − EY )];
(e)Cov(aX, Y ) = aCov(X,Y );
(f) 对 ∀a1, a2, b1, b2 ∈ R，有：

Cov(a1X1 + a2X2, b1Y1 + b2Y2) =
∑

i,j=1,2

aibjCov(Xi, Yj)

一个例子是，对于随机变量 X,Y 满足二维正态分布 N (a, b; σ1, σ2; r)，

Cov(X,Y ) = rσ1σ2.

1.2 条件期望

定义 2 (条件期望). 当 X 和 Y 的联合分布为离散分布时，在给定 Y = y 之下，X 的条

件分布列定义为：

pX|Y (x|y) = P (X = x|Y = y) =
p(x, y)

pY (y)
.

此时，X 在给定 Y = y 之下的条件期望为：

E[X|Y = y] =
∑
x

xpX|Y (x|y).
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2 第一章 概率论

类似地，当 X 和 Y 的联合分布为连续分布时，在给定 Y = y 之下，fY (y) > 0 时，X

的条件密度函数定义为：

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)
.

自然地，在给定 Y = y 条件下，X 的条件期望为：

E[X|Y = y] =

∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx.

条件期望带来了一个比较直观的公式：

定理 1.2. E[X] = E[E[X|Y ]].

E[X|Y ] 是与 Y 有关的随机变量，可以取期望。这个公式提供了求数学期望“两步

走”的方法。

定义 3 (条件方差). 定义 Y = y 条件之下的条件方差：

Var(X|Y ) = E[(X − E[X|Y ])2|Y ].

定理 1.3 (条件方差公式).

Var(X) = E[Var(X|Y )] + Var(E[X|Y ]).

证明. 类似于方差，我们有：

Var(X|Y ) = E[X2|Y ]− (E[X|Y ])2

注意到，这时候 Var(X|Y ) 是一个与 Y 相关联的随机变量，它也是存在期望的。对上式

两端取极限，得到：

E[Var(X|Y )] = E[E[X2|Y ]]− E[(E[X|Y ])2] = E[X2]− E[(E[X|Y ])2]

同时也可以观察 Var(E[X|Y ]) 的展开：

Var(E[X|Y ]) = E[(E[X|Y ])2]− (E[E[X|Y ]])2 = E[(E[X|Y ])2]− (E[X])2

相加上面两式即证。

利用期望和条件期望等概念可以引出很多附带的结论。作为例子给出：

例 1. E[(X − a)2] 在 a = E[X] 时取到最小。如果利用随机变量 X 的值来对另一个随机

变量 Y 进行预测，那么 Y 的最优预测值为 g(X) = E[Y |X]，即：

E[(Y − g(X))2] ≥ E[(Y − E[Y |X])2].
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例 2. r = Cov(X,Y )，证明性质：

E[Var(Y |X)] ≤ (1− r2)Var(X).

证明. 在证明只含有方差的结论时，可不妨设研究对象的均值为零。这里令 EX = EY =

0。

r2Var(X)Var(Y ) = E[XY ]2 = E[XE[Y |X]]2 ≤ E[X2]E[E[Y |X]2]

再由条件方差公式，得到：

E[Var(Y |X)] = Var(Y )− Var(E[Y |X]) ≤ (1− r2)Var(Y ).

1.3 几种重要分布

定义 4 (几何分布). 设有一独立重复试验序列，每次试验成功概率为 p。记 N 为取得第

一次成功所需要的试验次数，则 N 服从几何分布，记为 N ∼ Geo(p)。N 满足：

P (N = x) = p(1− p)x−1.

对于 N ∼ Geo(p)，其均值和方差为：

E[N ] =
1

p
;

Var(N) =
1− p

p2
.

下面证明之：

证明. 第一次成功，Y = 1，否则取 0。

E[N ] = E[E[N |Y ]] = E[p · 1 + (1− p)(E(N) + 1)] ⇒ E[N ] =
1

p
.

E[N2] = E[N2|Y = 1]P (Y = 1)+E[N2|Y = 0]P (Y = 0) ⇒ E[N2] = 1+(1−p)E[N2+2N ]

⇒ E[N2] =
2− p

p2
⇒ Var(N) =

1− p

p2
.

定义 5 (B 分布). B 分布是定义在 (0, 1) 上的连续概率分布，其概率密度为：

f(x;α, β) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1− x)β−1.

B 分布的期望和方差为：
EX =

α

α + β
;

Var(X) =
αβ

(α + β)2(α + β + 1)
.
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1.4 特征函数

定义 6 (特征函数). F (x) 为一维分布函数，将 f(t) =

∫ ∞

−∞
eitxdF (x) 称为 F (x) 的特征

函数。如果 F (x) 是随机变量 X 的分布函数，则 f(t) 也称为随机变量 X 的特征函数，

有 f(t) = Eeitx。

一些常见的分布函数需要熟练推导，作为例子给出：

例 3 (退化于 a 的随机变量). f(t) = eita。

例 4 (参数为 p 的 Bernoulli 分布). f(t) = peit + q。

例 5 (两点分布). 对于满足两点分布（取 a的概率为 p，取 b的概率为 q = 1−p）的随机变

量，特征函数为 f(t) = peita+qeitb。特别地，a = −b = 1; p =
1

2
时，f(t) =

eit + e−it

2
= cost。

例 6 (参数为 λ 的 Poisson 分布). 对于 Poisson 分布，P (X = n) = e−λλ
n

n!
，f(x) =

e−λ

∞∑
n=1

(eitλ)n

n!
= eλ(e

it−1)。

例 7 (参数为 p 的几何分布). f(t) =
∞∑
n=1

eitnpqn−1 =
peit

1− qeit
。

例 8 (参数为 λ 的指数分布). f(t) =
λ

λ− it
。注意，在这里直接积分会出问题，应该把

实部和虚部分来来积。

分布函数的特征函数具有一些性质：

定理 1.4. (a)|f(t)| ≤ f(0) = 1, ∀t ∈ R;
(b)f(−t) = f(t);

(c)f(t) 在 R 上一致连续;
(d)fa+bX(t) = eitafX(bt).

1.5 多维正态分布

定义 7 (二维正态分布). 随机变量分布叫做二维正态分布，如果它的概率密度函数满足：

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp[− 1

2(1− ρ2)
(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2

+
(y − µ2)

2

σ2
2

)].

二维正态分布的边际分布也是正态分布。即：

f1(x) =
1√
2πσ1

exp(−(x− µ1)
2

2σ2
1

).

此外，随机变量 X,Y 相互独立 ⇔ ρ = 0。
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例 9. 证明对于满足二维正态分布的随机变量 X,Y，它们的期望均为零，有：

E[X|Y ] =
Cov(X,Y )

Var(Y )
Y.

证明.

1.6 极限定理

定理 1.5 (马尔可夫不等式). 设 X 为取非负值的随机变量，则对于任何常数 a > 0，有：

P (X ≥ a) ≤ E[X]

a
.

证明. 取事件 X ≥ a的示性变量 I，则有 I ≤ X

a
，两边取期望，得到 P (X ≥ a) = E[I] ≤

E[X]

a
得证。

定理 1.6 (切比雪夫不等式). 设 X 为随机变量，均值 µ和方差 σ2 有限，则对任何 k > 0，

有：

P (|X − µ| ≥ k) ≤ σ2

k2
.

证明.
P (|X − µ| ≥ k) = P ((X − µ)2 ≥ k2) ≤ E[(X − µ)2]

k2
=

σ2

k2
.

上述证明用到了马尔可夫不等式。

定理 1.7 (切比雪夫不等式的推广). 推而广之，我们有 g(x) 为定义在 [0,+∞) 上的非降

的非负值函数，对随机变量 X，如果有 Eg(|X|) < ∞ 则对于任意使 g(a) > 0 的 a > 0，

都有：

P (|X| > a) ≤ Eg(|X|)
g(a)

.

定理 1.8 (弱大数定律). 设 X1, X2... iid，E[X1] = µ < ∞，则对任意 ε > 0，

Sn =
X1 + ...+Xn

n

p−→ µ.

注意，这里没有要求 X1 的方差存在。
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