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1
映射的微分

这一章很难，需要配合补充习题进行学习。重点有映射的微分，逆映射定理，隐映

射定理和秩定理。

1.1 零碎的知识

定义 1 (同胚). 设 f : X ⇒ Y 是一一对应，若 f 和 f−1 均连续，f 称为 C0 同胚；若 f

和 f−1 均为 C1 映射，则称 f 为 C1 同胚。

同胚具有一些性质：

• 同胚既是开映射又是闭映射，也就是说，它把开集映射到开集，把闭集映射到闭
集。

• 两个同胚的空间具有相同的拓扑性质。例如，如果其中一个是紧空间，那么另外
一个也是紧空间；如果其中一个是连通空间，那么另外一个也是连通空间，等等。

然而，这不能推广到通过度量所定义的性质；如果两个度量空间是同胚的，那么

仍然有可能其中一个是完备的，而另外一个不是。

• 同胚是一个等价关系。

以下是一些同胚的例子：

• 开区间 (−1, 1) 与实直线 R 同胚。

• 当 n 6= m 时，Rn 不与 Rm 同胚。

• 一个连续和双射但不是同胚的函数的例子，是把半开区间 [0, 1) 缠绕到圆上的映

射。在这个情况中，逆映射虽然存在，但不是连续的。

定义 2 (线性变换与范数). 设 L(X,Y ) 为向量空间 X 到向量空间 Y 内的所有线性变换

构成的集合，简记 L(X,X) 为 L(X)。对于 A ∈ L(X,Y ) 的范数 ‖ A ‖ 为所有数 | A | x
的上确界，这里 x 取遍 Rn 中所有 | x |≤ 1 的向量 x。
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2 第一章 映射的微分

此时，不等式

| Ax | ≤ ‖ A ‖ | x |

成立。还有以下几个事实：

定理 1.1. (a) 若 A ∈ L(Rn,Rm)，则 ‖ A ‖<∞ 且 A 为 Rn 到 Rm 的一致连续映射。

(b) 若 A,B ∈ L(Rn,Rm)，c 为一标量，那么

‖ A+B ‖ ≤ ‖ A ‖ + ‖ B ‖, ‖ cA ‖ = | c | ‖ A ‖ .

(c) 若 A ∈ L(Rn,Rm)，B ∈ L(Rm,Rk)，则

‖ BA ‖ ≤ ‖ B ‖ ‖ A ‖ .

结合课本上的 Thm17.2，再重复一遍结论：

定理 1.2. 设 Ω 为 L(Rn) 上可逆映射的集合，那么 Ω 为开集，且映射 A 7→ A−1 是 Ω

到自身的连续映射。

证明. 先证明若 ‖ B − A ‖ · ‖ A−1 ‖< 1，则 B ∈ Ω。再由恒等式

‖ B−1 −A−1 ‖≤‖ B−1 ‖ · ‖ B − A ‖ · ‖ A−1 ‖

控制即得结论。

定理 1.3 (压缩映射原理). 完备度量空间上的压缩映射有唯一的不动点。

需要注意度量空间的完备性。

引理 1 (微分中值定理对可微映射的推广). 设 f 是区间 [a, b] 到 Rm 的连续映射，且 f

在 (a, b) 上可微，那么存在 t0 ∈ (a, b) 使得

|f(b)− f(a)| ≤ (b− a)|f ′(t0)|.

证明分两步：首先令 z := f(b)− f(a) 6= 0，构造函数 φ(t) = 〈z, f(t)〉，这样，φ 就
可以用微分中值定理。再由 φ′(t) = 〈z, f ′(t)〉 和柯西不等式 |〈u, v〉| ≤ |u||v| 即证。利用
这个引理，可以证得下面的定理：

定理 1.4 (拟微分中值定理). 设 E 是 Rn 的凸开集，f : E → Rm 是可微映射，那么

∀x, y ∈ E，存在 ξ ∈ E 使得

|f(y)− f(x)| ≤‖ df(ξ) ‖ |y − x| =‖ Jf(ξ) ‖ |y − x|.
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1.2 逆映射定理

引理 2. 设 f 是从 Rn 的开集 A到 Rn 的 C1 映射，存在以 x0 为中心的开球 Br(x
0) ⊂ A，

使得 f 限制在 Br(x
0) 上是单射。

引理 3. 映射 g := f−1 : V ⇒ U 连续。其中，V = Bλr
2
(y0), λ = 1/(2 ‖ (Jf(x0))−1 ‖)。

定理 1.5 (逆映射定理). 设 f 是从 Rn 的开集 A 到 Rn 的 C1 映射，如果 x0 ∈ A, dx0 可

逆，y0 = f(x0)，那么存在 x0 的的邻域 U 和 y0 的邻域 V，f : U ⇒ V 是 C1 同胚。这

表明存在定义在 V 上的连续映射 g = f−1，且 dgy = (dfg(y))−1。

定理 1.6. 如果 f 是开集 E ⊂ Rn 内的 C1 映射，f′(x) 在每个 x ∈ E 可逆，那么对于每

个开集 W ∈ E，f(W ) 是 Rn 的开子集。

1.3 隐映射定理

引理 4. 若 A ∈ L(Rn+m,Rn) 而 Ax 可逆，那么对每个 k ∈ Rm，存在唯一的 h ∈ Rn 使

得 A(h, k) = 0。h 和 k 满足关系：

h = −(Ax)
−1Ayk.

定理 1.7. 设 f 是开集 E ∈ Rn+m 到 Rn 内的 C1 映射，在某一点 (a, b) ∈ E 使得

f(a, b) = 0，令 A = f′(a, b)，并且假定 Ax 可逆。那么存在开集 U ∈ Rn+m, (a, b) ∈
U ;W ∈ Rm, b ∈ W，满足：

对于每个 y ∈ W，有唯一的 x，使得：

(a, b) ∈ U, f(a, b) = 0.

定义 x = g(y)，则 g 是 W 到 Rn 上的 C1 映射，并且有：

g′
(b) = −(Ax)

−1Ay.

1.4 秩定理

定理 1.8 (秩定理). 设 f 是 Rm 的开集 M 到 Rn 的 C1 映射，f 在 M 上的秩为 r。设

x0 ∈M ,y0 = f(x0)，则存在 x0的邻域 U1，y0的邻域 V1，以及 C1同胚 φ : U1 ⇒ U ⊂ Rm，

C1 同胚 ψ : V1 ⇒ V ⊂ Rn，使得复合映射 ψ ◦ f ◦ φ−1 : U ⇒ V 满足：

ψ ◦ f ◦ φ−1 = (Idr, 0).
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1.5 条件极值

定义 3 (图). 设 m < n，考虑定义在开集 U ⊂ Rm 上的 n−m 个 C1 函数 φ1, . . . , φn−m。

映射 Φ = (φ1, . . . , φn−m) : U → Rn−m 定义了一个 Rn 上的一个子集合 Γ(Φ) =

{(x,Φ(x))|x ∈ U} 称为映射 Φ 的图。

定义 4 (曲面). 一个 Rn 上的一个子集 M 称为一个 m 维曲面是指对 ∀x ∈ M，存在 x

在 Rn 上的一个邻域 V 使得 M ∩ V 可以表示为一个定义在 m 维开球 U ∈ Rm 上的 C1

映射的图。

定理 1.9 (曲面的判定). W 是 Rn 上的开集，F = (f1, . . . , fn−m) : W → Rm−n 是 C1 映

射，映射 F 满秩。则当 M = {x ∈ W |F (x) = 0} 非空时，M 是 m 维曲面。

定义 5 (切空间). 设 M ⊂ Rn 是一个 m 维曲面，x0 ∈ M。以下给出几种切空间的等价

定义：

• Tx0M = {(V, dΦx̃0(v))|v ∈ Rm}，其中 x̃0 为 x0 前 m 个坐标的投影向量。

• TxM = {v ∈ Rn|dFx(v) = 0}。

• TxS(f) = {v ∈ Rn|〈v,∇f(x)〉 = 0}。S(f) 为 f 的等值面。

下面讨论条件极值。设 M 是 Rn 的 m 维曲面，我们关注定义在 Rn 的开集上的函

数 f 限制在 M 上时的极值问题。

定理 1.10. 设 f 是定义在 Rn 的一个开集 W 内的一阶连续可微函数，M 是 W 内的 m

维曲面。设 x0 ∈M 是函数 f |M 的极值点，且 ∇f(x0) 6= 0，则

Tx0M ⊂ Tx0S(f),

其中，S(f) 为 f(x0) 的等值面。

证明. x0 是极值点就意味着 x0 在任何一个 M 上过 x0 的曲线上，都是极值点。取

v ∈ Tx0M，γ(t) 是 M 上的曲线，满足 γ(0) = x0, γ′(0) = v。则单变量函数 f ◦ γ(t) 在 0
处取极值。那么

0 =
d
dtf ◦ γ(t)|t=0 = dfx0(v) = 〈∇f(x0), v〉,

故 v ∈ Tx0S(f)。

定理 1.11 (拉格朗日乘数法). 设 W 是 Rn 的开集，f 是定义在 W 上的 C1 函数，

G = (g1, . . . , gm) : W → Rm 是 C1 映射，x0 ∈ W,G(x0) = 0 且 rankGx0 = m。如

果 x0 是函数 f 限制在集合 M = {x ∈ W |G(x) = 0} 上的极值点，那么存在常向量
λ0 = (λ01, . . . , λ

0
m) 使得 (x0, λ0) 是函数

H(x, λ) = f(x) + 〈λ,G(x)〉 = f(x) + [λ1g1(x) + · · ·+ λmgm(x)]

的驻点。



2
Riemann 积分

2.1 Jordan 测度

引理 5. D 是可测集当且仅当存在一系列分割 {πn} 使得

lim
n→∞

σ+
πn
(D)− σ−

πn
(D) = 0.

定理 2.1. 平面有界子集 D 是 Jordan 可测集当且仅当 σ(∂D) = 0。

定理 2.2 (萨德定理). U 是 R2 的非空开集，f : U → R2 是 C1 映射，E ⊂ U 是一个紧

致集合，记 C = {x ∈ E|det df(x) = 0}，则 f(C) 为零测集。

可积函数类：

• 设 D 是一个可测集，f 是 D 的闭包 D 上的连续函数，则 f 在 D 上可积。

• 定义在可测紧致集合 D 上的函数 f 是 Riemann 可积的当且仅当 f 的不连续点是

Lebesgue 零测集。

• 设 D 是 R2 或 R 上的可测集，f 是定义在 D 上的有界函数，f 在 D 上 Riemann
可积当且仅当对任意 δ > 0，集合 Dδ(f) = {P ∈ D|ωf (P ) ≥ δ} 是零测集。

注：平面的有界集合是 Lebesgue 零测集，是指对任意 ε > 0，存在一系列区间 {In} 满

足 E ⊂
∞∪
j=1

Ij;
∞∑
j=1

σ(Ij) < ε。
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