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中国科学技术大学 

2012—2013 学年第一学期考试试卷 

考试科目：随机过程               得 分：             

学生所在系：           姓 名             学 号：                  

               （2013 年 1 月 22 日，开卷） 

 

一、（20 分）设有随机过程 

( ) cos sin , (0 )X t t t t       

其中 与 独立, 且都服从正态分布
2(0, )N  , 试求： 

（1） { ( ), 0 }X t t   的均值函数 ( )X t 与协方差函数 ( , )Xr s t ； 

（2） { ( ), 0 }X t t   的一维与二维分布密度。 

 

二、（20 分）公路某收费站红、黄、蓝三种颜色的汽车到达数分别为速率3,4,5的泊松 

过程，且相互独立，试求： 

 

（1）第一辆车（红、黄或蓝色）的平均到达时间及第一辆红车的平均到达时间； 

 

（2）红车首先到达的概率； 

 

（3）在相继的两辆红车之间恰有 k辆车到达的概率（ 0,1,2,k  ）。  

 

三、（20 分）有关某种商品的销售状况共有 24 个季度的连续数据（1—畅销，0—滞销）： 

              1，1，0，1，0，0，1，1，1，0，1，0， 

1，1，0，0，1，1，0，1，0，1，1，1， 

假设该商品销售状况满足齐次马氏链， 

 

（1）试确定该马氏链的一步转移概率矩阵P（用转移频率来近似转移概率）； 

 

（2）若现在是畅销，试确定其后第四季度的销售状况； 

 

（3）若影响销售的所有因素不变，试分析长期以后销售状况的分布。 
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四、（18 分）设 { , 0}nX n  为区间[0, 3]上的随机游动，其一步转移概率矩阵为： 

1 1 1
3 3 3

1 1 1
3 3 3

0 1, 0, 0, 0

1 , , , 0

2 0, , ,

3 0, 0, 1, 0

P

 
 
 
 
 
 

 

试求质点由状态 k出发而被状态0吸收的概率 kp 及吸收的平均时间 ( 1, 2, 3)kv k  。 

 

五、（22 分）设 { , 0}nX n  为独立同分布的随机序列，且
2

0 0( ) 0, ( )E X Var X   。

又设 { ( ), 0}N t t  为强度的泊松过程，且与 { , 0}nX n  独立。记 ( )( ) , ( 0)N tY t X t  ， 

    （1）证明 { ( ), 0}Y t t  为平稳过程； 

（2）试求 { ( ), 0}Y t t  的功率谱密度函数。 

（3） { ( ), 0}Y t t  的均值遍历性是否成立？为什么？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（完） 
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(1) �{N(t), t ≥ 0}´��rÝ�λ > 0�PoissonL§,

a. {N(t), t ≥ 0}�½´²­L§; ( )

b. �½N(t) = n > 0, K1n�¯�����mÑl«m[0, t]þ�þ!©Ù; ( )

c. {M(t), t ≥ 0}´,��rÝ�γ > 0�PoissonL§,K{N(t) +M(t), t ≥ 0}´��rÝ�λ+ γ

�Poisson L§; ( )

(2) b���ê¼ó�¤kG�Ñ´~��,iÚj´ü�G��i→ j,K

a. j → i; ( )

b. Pij > 0 ½Pji > 0; ( )

c.
∑∞
i=1 P

(i)
jj <∞; ( )

(3) e�'uτ�¼êR(τ)´Ä�U��²­L§½S�����¼ê

a. R(τ) = e−|τ |(τ2 + 2|τ | − 1); ( )

b. R(τ) =




1/|τ |, τ 6= 0

1, τ = 0

; ( )

c. R(τ) = |τ |e−τ2/2; ( )

(4) � {Xn, n ∈ N} ´��ê¼ó§G��m� S. e¡`{´Ä�(.

a. P
(n)
ij ≥ fnij , Ù¥ i, j ∈ S, n ∈ N ; ( )

b. XJG� i, j ´p��, K�3 n ¦� P
(n)
ij > 0, P

(n)
ji > 0; ( )

c. XJ=£Ý
�¤k1�Ó§K¤kG�´áu�Ó�a; ( )

d. XJ fij < 1, fji < 1, K i, j Ø´p��¶ ( )

(5) �ko� � 1, 2, 3, 43�±þ_��ü�§�âf3ùo� �þ�ÅiÄ§âfl?Û��

 �§±VÇ 2/3_��iÄ��� �§±VÇ 1/3^��iÄ��� �§± X(n) = j L

«�� n?3 � j (j = 1, 2, 3, 4). K P (X(n+ 3) = 3, X(n+ 1) = 1|X(n) = 2) = .

(6) �X1, X2, . . . , Xn �pÕá§�Xi ∼ Exp(λi), i = 1, . . . , n, KVÇ P (Xi = min{X1, . . . , Xn}) =
.
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�! (15©) ²Lp�ú´Â¤Õ�,Ô6úi�$À�ýêN(t)(t ≥ 0)��rÝ�100�ÑtL§"

�Túi�$À�©��!¥!�n�a.§na��êþ'~�2:3:5§q�²LÂ¤Õ�zý�á

u=�a´�pÕá�"y©O±N1(t)!N2(t)ÚN3(t)�L�t����²LÂ¤Õ��!¥!�na

��ê8§

(1) ¯N1(t)!N2(t)ÚN3(t)©O´�oL§º

(2) Áy²é�½�t > 0§N1(t)!N2(t)ÚN3(t)�pÕá¶

(3) e²LÂ¤Õ�§�!¥!�na�zýI�¤80�§50�Ú30�§Á¦���t��Túi$À

�¤�B�o¤^X(t)�Ï"Ú��"

n! (15©) � {Xn, n ≥ 0} ´��ê¼ó,Ù�Ú=£VÇXeã¤«.

(1) �ÑTó��da,�?Ø¤kG��±Ï,~�5Ú�~�5;

(2) é¤k�n > 0,O�G�1²nÚÄ�G�3�VÇf
(n)
13 ;

(3) O�lG� 6 ÑuÄg��G� 5 I��²þÚê"

CHAPTER 14. SOLVED PROBLEMS

Problem 14.39. Consider a Markov Chain whose transition graph is given below
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1. Identify the classes.
2. Find transient and recurrent states.
3. Find periods of all states.
4. Compute f (n)13 , for all n ∈ N.
5. Using Mathematica, we can get that, approximately,

P 20 =




0 0 0.15 0.14 0.07 0.14 0.21 0.29
0 0 0.13 0.15 0.07 0.15 0.21 0.29
0 0 0.3 0.27 0.15 0.28 0 0
0 0 0.27 0.3 0.13 0.29 0 0
0 0 0.29 0.28 0.15 0.28 0 0
0 0 0.28 0.29 0.14 0.29 0 0
0 0 0 0 0 0 0.43 0.57
0 0 0 0 0 0 0.43 0.57




,

where P is the transition matrix of the chain. Compute the probability P[X20 = 3], if the
initial distribution (the distribution of X0) is given by P[X0 = 1] = 1/2 and P[X0 = 3] = 1/2.

Solution:
1. The classes are T1 = {1}, T2 = {2}, C1 = {3, 4, 5, 6} and C2 = {7, 8}

2. The states in T1 and T2 are transient, and the others are recurrent.
3. The periods are all 1.

Last Updated: December 24, 2010 139 Intro to Stochastic Processes: Lecture Notes

Figure 1: 1nK

o! (15©) éu,à6zcÓÏ6þ�*ÿ��^��nG��ê¼ó {Xn, n ≥ 0} 5L«§Ù¥G
� −1L«“ZÂ0§“00L«�~§“1”L«öU"Á�âe�25cëY*	êâµ

−1, 0, 0, 1, 0, −1, −1, −1, 0, 0, −1, 0, −1, −1, −1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, −1, 1, 1, 1

(1) (½Tê¼ó��Ú=£VÇÝ
 P (^=£ªÇ�O=£VÇ)¶

(2) y²Tê¼ó´Ø��H{�¶

(3) Á©O¦ÑöU�ZÂu)�²þm�£c¤.
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Ê! (15©) �Ä���ÅL§

X(t) = U cos(ωt) + V sin(ωt), −∞ < t <∞,

Ù¥ ω ´~ê§U ÚV ´�ÅCþ.

(1) y²XJX(t) ´°²­L§§@o E[U ] = E[V ] = 0;

(2) y² X(t) ´°²­L§��=�

E[UV ] = 0, E[U2] = E[V 2] <∞.

8! (15©) ®�²­L§ {X(t),−∞ < t <∞} �þ�¼ê� 0,Ì�Ý¼ê�

S(ω) =
ω2 + 5

ω4 + 9ω2 + 14
, −∞ < ω <∞.

(1) ¦X(t) ����¼ê R(τ);

(2) X(t)´Äkþ�H{5º��oº

(�)

2015—2016Æc1�ÆÏ �3� 1 3�
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随机过程期末考试参考答案与评分标准 
（2016 年 6 月 24 日考试） 

 
 
 
一、（20 分）判断是非与填空： 
（1）：非，是，非； (3 分) 
（2）：是，是，非；(3 分) 
（3）：非，是，非；(3 分) 
（4）是，非，非，非；(4 分) 

（5）： (2)
2,1 1,3 5 27p p = ；(4 分) 

（6）： 1 2( )i nλ λ λ λ+ + + 。(3 分) 

 
二、（16 分）： 

（1）(5 分) 1 2 3( ), ( ), ( )N t N t N t 分别是强度为 3 2 3, ,p p pλ λ λ 的泊松过程，其中： 

1 2 3100, 0.2, 0.3, 0.5p p pλ = = = = ， 

即强度分别为：20, 30, 50。 

（2）(6 分) { }1 1 2 2 3 3( ) , ( ) , ( )P N t n N t n N t n= = = =  

{ } { }1 1 2 2 3 3( ) , ( ) , ( ) | ( ) ( )P N t n N t n N t n N t n P N t n= = = = = =   （其中 1 2 3n n n n= + + ） 

31 2
31 2 1 2 31 2

1 2 3
1 2 3 1 2 3

( )( ) ( )! ( )
! ! ! ! ! ! !

nn nn
nn n p t p tt p tp t p tn tp p p e e e

n n n n n n n
λ λλ λλ λλ − −−= =  

{ } { } { }1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )P N t n P N t n P N t n= = = = 。 

（3） (5 分)   1 2 3( ) 80 ( ) 50 ( ) 30 ( )X t N t N t N t= + + ， 

( ) 4600EX t t= ， ( ( )) 248000Var X t t= 。 
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三、（16 分）： 
（1）(5 分){1}与{2}均为瞬过类，前者为非周期，后者周期为无穷；{3,4,5,6}与{7,8}均为遍

历类； 

（2）(6 分) (1) ( )
1,3 1,30, (0.5) , ( 2)n nf f n= = ≥ ； 

（3）(5 分) 该马氏链的转移概率矩阵为： 

1 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0.5 0 0 0 0.5 0
3 0 0 0 1 0 0 0 0
4 0 0 0.5 0 0.5 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1 0 0
6 0 0 0.5 0 0 0.5 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0.75 0.25

P

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
  
 

  

设 min{ : 0, 5}nT n n X= ≥ = ，记 0( | )iv E T X i= = ， ( 1, 2, ,8)i =   则有： 

6 0 1 6, 1 1( | 6) ( | ) 0.5 ( | 3) 0.5 ( | 6)i
i

v E T X E T X i p E T X E T X= = = = = = + =∑  

3 60.5( 1) 0.5( 1)v v= + + + ，即有： 6 3 60.5( 1) 0.5( 1)v v v= + + + ；同理可得： 

3 4 1v v= + ， 4 30.5( 1) 0.5v v= + + 。解得： 6 6v = 。 

 
四、（16 分）： 

（1）  (5 分)             

4 4 1
9 9 9

34 2
9 9 9

1 2
3 3

1
0
1 0

P
−  
 =  
 
 

； 

（2）(6 分) 由状态转移图分析可证； 
（3）(5 分) 求解线性方程组： 

34 4 4 1 1 2 2
1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 19 9 9 9 3 9 9 3, , , 1i

i
π π π π π π π π π π π π− − − −= + = + + = + + =∑  

得马氏链极限分布： 1512 14
41 41 41( , , )π = ，所求者为： 

41
1 14 2.93µ =  ， 41

1 12 3.42µ− =  。 
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五、（16 分）： 

（1）(8 分) 否则，设 [ ]E U u ， [ ]E V v 不全为零，则
2 2 0u v+ > ，从而有： 

2 2

( ) sin( ) ( )EX t t t
u v

ω α= + ∈
+

R 不为常数，（ 其中α 满足： 2 2sin u u vα = + ， 

2 2cos v u vα = +  ）矛盾。 

（2）(8 分) 充分性易证，此时 ( ) 0, ( )EX t t= ∀ ∈R  又若记
2 2 2[ ] [ ]E U E V σ=  ，则： 

2( , ) ( ) ( ) cos( ) ( )X Xt t EX t X t Rγ τ τ σ ωτ τ+ = + = = 。 

必要性：取 0t ∈R使得： 0sin( ) 0tω = ，则因为 ( )X t 的二阶矩有限，故有： 

2 2 2
0 0( ) cos ( ) [ ]EX t t E Uω= < ∞，这说明 2[ ]E U < ∞，同理可证： 2[ ]E V < ∞。 

又因 ( )X t 为宽平稳，故其方差： ( ( ))Var X t =  

2 2 2 2[ ]cos ( ) [ ]sin(2 ) [ ]sin ( )E U t E UV t E V tω ω ω= + + 为常数，对它求导,应有： 

2 2[ ( ) ( )]sin(2 ) 2 ( )cos(2 ) 0, ( )E V E U t E UV t tω ω ω ω− + = ∀ ∈R  

显然，与（1）类似，此时必有： ( ) 0E UV = ，且
2 2( ) ( )E U E V= 。 

 
 
六、（16 分）： 

（1）(8 分) 2| | 7| |3 2 7( )
20 35

R e eτ ττ − −= + ； 

（2）(8 分) 由于 | ( ) |R dτ τ
∞

−∞
< ∞∫ ，故 ( )X t 的均值具有遍历性。 
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(2017c05�08FþÌ9:45–11:45)

�. (30©) W�½ÀJK, �Y�±���3Áòþ.

1. ��ÅCþXÚY�Ý1¼êgX(t)ÚgY (t)þ�3, Ke�`{�Ø�´( ).

(A) gX(t)U��û½X�©Ù

(B) eX����3�gX(t)����, K Var(X) = g′′X(0)− [g′X(0)]
2

(C) X + Y�Ý1¼ê��3��gX(t)gY (t)

(D) é?¿n > 0, n �Ý E[Xn] �½�3

2. �{N(t), t ≥ 0}´��rÝ� λ �PoissonL§, K E[N(1)N(2)] = ;
eq®�N(3) = 1, K P(N(2)−N(1) = 1) = .

3. 'u����#L§, e�`{¥Ï~�(�´( ).

(A) äk²­ÕáOþ5

(B) äkÕáOþ5, �Øäk²­Oþ5

(C) ØäkÕáOþ5, �äk²­Oþ5

(D) QØäkÕáOþ5qØäk²­Oþ5

4. �{Xn, n ≥ 0}´�� Markov ó, ��Ú=£VÇÝ
�

P =
1
2
3

 0 0.5 0.5
0.3 0.4 0.3
0.5 0.5 0

 .

eX0�©ÙÆ�

(
1 2 3
1/3 1/3 1/3

)
,KX2�©ÙÆ� ;

�T Markov ó�²­©Ù� .

5. 3lÑ�m Markov ó¥, 'u~�5e�`{�(�´( ).

(A) eG� i ~�� j → i, KG� j �´~��

(B) eG� i ~�� i→ j, KG� j Ø�½´~��

(C) eG� i "~�, K4� lim
n→∞

p
(n)
ii �½�3

(D) eG� i �~�, K4� lim
n→∞

p
(n)
ii �½�3

6. 'ulÑ�m Markov ó�²­©ÙÚ4�©Ù, e�`{�(�´( ).

(A) ��k�~�a, K7k²­©Ù

(B) ²­©ÙÚ4�©ÙÑ�3, K§�7��

(C) 4�©Ùe�3K� X0 ���Ã'

(D) ²­©Ùe�3K7��
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7. 'u��þ�{üé¡�ÅiÄ{Xn, n ≥ 0}, e�`{�Ø�´( ).

(A) ¤kG��±Ïþ� 2

(B) {Xn, n ≥ 0}��� Markov ó�Ã²­©Ù

(C) e X0 = 0, Ké?¿�ê n, Ù�ªU��§�VÇ� 1

(D) e X0 = 0, KÙÄg�£�:¤I²þ�m´k��

8. 3Ð©G�� 1 �©|L§¥, ez��N�ûe���N�ê8Ñlëê
� λ > 1 � Poisson ©Ù, K+N�ª¬«ý�VÇ��§ �
����.

9. e�ëY�m Markov ó3,���¤?�G�� i, �®�

qi,i−1 =
1

2
, qi,i+1 =

1

3
, qi,i+2 =

1

6
, qi,j = 0, j /∈ {i− 1, i, i+ 1, i+ 2},

KÙG�UYÊ33 i þ��mÑlëê� ��ê©Ù, ,�=£
� i− 1 þ�VÇ� .

�. (12©) �{Xn, n ≥ 0}´÷v1�K8�K^��©|L§. é?¿ n ≥ 0, Á¦ Xn

�Ï" E[Xn] ��� Var[Xn].

n. (18©) �,´���Ú��©OU�Ç� λ1 Ú λ2 �PoissonL§ÏL, ��pÕ
á. l,��� t m©, Á¦

1. k1�ý�ÏLT´�¤I�²þ�m.

2. ��ÄkÏLT´��VÇ.

3. 3�Uüý���mTk n ý��ÏLT´��VÇ, n = 0, 1, 2, · · · .

o. (20©) �-f¥Ck 4 �¥, §��o´ùÚ�, �o´çÚ�. zgl-¥�Å
�Ñ��¥, ,��\��,�«ôÚ�¥. ²L n gù���¥���, P Xn

�-¥ç¥��ê.

1. �ÑL§{Xn, n ≥ 0}G��m, ¿`²TL§´Ä� Markov ó.

2. ?Ø�G��±Ï5Ú~�5(����Ñ\�(Ø, ÃLO�L§).

3. � n→∞ �, Á?Ø Xn �4�©Ù.

4. eÐ©�-¥vkç¥, K²þI�õ�g�¥���-¥2gÃç¥?

Ê. (20©) ü�Ï&¥(�\;�, z�¥(�ó�Æ·þÑlëê� µ ��ê©Ù.
��k,�¥(��Ò2u���#¥(O�§, ¤I�O�9u��mÑlë
ê� λ��ê©Ù.P X(t)��� t�3;�¥ó��¥(�ê,K {X(t), t ≥ 0}
��ëY�m Markov ó.

1. ¯ {X(t), t ≥ 0} ´Ä���)«L§? `²\�nd¿�ÑG��m.

2. �ÑT Markov ó� Q Ý
.

3. ïáÙ Kolmogorov �c�©�§(�¦: �Ý
/ª).

4. ��m t→∞ �, 3;ó�¥(êÑl�o©Ù?
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2016—2017Æc1�ÆÏ�ÁÁò

�Á�8 �ÅL§(A) �©

¤3X ÆÒ 6¶

(2017c6�12FþÌ14:30–16:30, �mò)
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. �. (30©) W�½ÀJK, �Y�±���3Áòþ.

1. � {N(t), t ≥ 0} ´��rÝ� 1�PoissonL§, K

P(N(10) = 9|N(5) = 4) = ; E[N(10)|N(5)] = .

2. � {N(t), t ≥ 0} ´���#L§, �Wk �Ù1 k ��#:(k ≥ 1), e�¥�½

�(�´( ).

(A) ¯�{N(t) < k} � {Wk > t} �d (B) ¯�{N(t) ≤ k} � {Wk ≥ t} �d
(C) ¯�{N(t) > k} � {Wk < t} �d (D) ¯�{N(t) ≥ k} � {Wk < t} �d

3. 'ulÑ�mMarkovó, e�`{�(�´( ).

(A) XJ,�G�´~��, KL§��¬��§�g

(B) ¤kG�Ø�UÑ´�~��

(C) ekÃ¡�G��Ø��, K¤kG�Ø�UÑ´�~��

(D) eü�G�Øp�, K§�k�UÑ´~��

4. �3�ëY�mMarkovó¥, é,��½��� t0 > 0, k X(t0) = i, �®�L§

lmG� i ��Ç� νi, Ke�`{¥�Ø�´( ).

(A) UY3 i þÊ3��mÑlëê� νi ��ê©Ù Exp(νi)

(B) e®�e�Ú¬=£�G� j, KUY3 i þÊ3��mÑl Exp(νi) ©Ù

(C) 3 t0 c�ügG�=£��mm�Ñl Exp(νi) ©Ù

(D) e νi ��, KUY3 i þÊ3�²þ�m�á

5. �3�G��m� {0, 1, 2} �)«L§¥, z�G�þÊ3��mþÑlëê�

λ > 0 ��ê©Ù, �=£VÇ

P01 = P21 = 1, P10 = P12 =
1

2
.

@oTL§�=£ÇÝ
 Q = , 4�©Ù π = .

6. e�L§¥��ØäkMarkov5�´( ).

(A) PoissonL§ (B) �#L§ (C) YuleL§ (D) Brown$Ä

7. e�L§¥Ø´GuassL§�´( ).

(A) IOBrown$Ä (B) AÛBrown$Ä

(C) BrownxL§ (D) �¤£�Brown$Ä

8. � {B(t), t ≥ 0} �IOBrown$Ä, � B(0) = 0. é?¿ 0 < s < t <∞, �Å�þ

(B(s), B(t)) Ñl����©Ù N( ); P(B(t) > 1|B(s) = 1) = .

2016—2017Æc1�ÆÏ5�ÅL§(A)6Áò � 2� 1 1�
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9. � {B00(t), 0 ≤ t ≤ 1}�BrwonxL§,Ké?¿ 0 ≤ s ≤ 1,Var[B00(s)] = .

�. (12©)b½,U©�*ÿ��6(6´��PoissonL§, â± ]�ÚO�z��²

þ*ÿ� 3 �6(. Á¦:

1. 3�þ 8 :� 10 :Ïm, TU©�vk*	�6(�VÇ.

2. '� 0 :�TU©�*	�1��6(��m�©Ù¼ê.

n. (18©) Õá­E/��qþ!��f, ± Xn L«c n g(J¥���:ê, K

{Xn, n ≥ 1} ���Markovó.

1. �ÑTMarkovó�G��mÚ�Ú=£VÇÝ
.

2. ¦VÇ P(Xn+2 = 4|Xn = 3) 9 P(X2 = X3 = X4 = 3).

3. ¯� n→∞�, Xn �4�©Ù´Ä�3? ��Ñ¿y²\�(Ø.

o. (16©) �Ä��þl�:Ñu�{üé¡�ÅiÄ, P Xn L«�� n L§¤?� 

�, �

Yn = X2
n − n, Zn = (−1)n cos(πXn).

y² {Yn, n ≥ 0} Ú {Zn, n ≥ 0} þ�'u {Xn, n ≥ 0}��.

Ê. (8©) � {Xn, n ≥ 0} ����, é?¿ n ≥ 0, ��Ý E[X2
n] �3�P Yn = X2

n, ¯

{Yn, n ≥ 0} ´Ä���(þ, e)�? y²\�(Ø.

8. (16©) � {B(t), t ≥ 0} �IOBrown$Ä, � B(0) = 0.

1. ¦ B(1) +B(2) +B(3) �©Ù.

2. 3 B(2) = 1 �^�e, ©O¦ B(1) Ú B(3) �©Ù.

2016—2017Æc1�ÆÏ5�ÅL§(A)6Áò � 2� 1 2�
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2016-2017Æc1�ÆÏÏ"�ÁÁò (Aò)

�Á�8 �ÅL§(B) �©

Æ)¤3X ÆÒ 6¶

(�Á�m: 2017c1�11FþÌ8 : 30-10 : 30, �mò)
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. �! (32©) �ä´��W�K.

(1) �{N(t), t ≥ 0}´��rÝ�λ > 0�PoissonL§, K Cov(N(t), N(s))= .

(2) £�ä´�¤�km ≥ 1 ¦�éuê¼ó�¤kG� i§k P
(m)
i,j > 0§Kµ

A d(j)|m, Ù¥ d(j) � j �±Ï; ( )

B d(j) = m; ( )

C j ´�±Ï�¶ ( )

D j �±Ï�Ã¡; ( )

(3) �,´�x!ù!�n«ôÚ�ð����êþ©O�rÝ�λ1, λ2, λ3 �PiossonL§��§�

�pÕá"eØØôÚ§1�ýð�²þ���m� ¶1�ýùÚð��²þ���

m� "

(4) �[0, t]S��,ûA�����ê{N(t), t ≥ 0}´��rÝ�λ > 0�PoissonL§, z����

���VÇp ?\AS§±VÇ1 − p Ø?A=lm§���´Ä?A´�pÕá�¶?A

�z���qÕá/±VÇq ?1�¤§±VÇ1 − qØ�¤"K?A���ê�þ�Ú��

� Ú ¶�¤���ê�þ�Ú��� Ú "

(5) �X(t) = A sin(2πΘ1t + Θ2), A �~ê§Θ1, Θ2 ��pÕá��ÅCþ§Θ1��Ý¼ê�

��ó¼ê§
Θ2 Ñl«m[−π, π]þ�þ!©Ù§KÙþ�¼ê� §���¼ê

� §l
TL§� "

(6) �ê¼ó�G� i ´±Ï� d �~�G�§µi �G� i �²þ~��§Klimn→∞ P
(nd)
ii =

"

�! (16©) �,<`KI¾�,�§c5¾����ê´Fþ��Ç�6 �ÑtL§{N(t), t ≥ 0}"

ez����¾�GêY ∼

 1 2 3

1
2

1
3

1
6

.��<�ÀJ�pÕá"� Ni(t) �¾� i G,����

<ê§i = 1, 2, 3. ¿± {X(t)} L«��� t ��`¤��ÜÃY¤£b�z¾Ñ�G,�§`��Ã

Y¤ 1 �¤§

(1) ¯ Ni(t)§i = 1, 2, 3 ©O´�oL§º§�´Ä�pÕáº

(2) Á¦µE[X(t)]§V ar(X(t)), 9X(t) �Ý1¼êgX(t)(u) = E[euX(t)].

2016—2017Æc1�ÆÏ �2� 1 1�
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n! (20©) �kgÊ!�7ü�¬ý��íÀzì3,/½|ÓkÇm©�£n = 0¤þ�1/3(Ù¦

¬ýo�½|ÓkÇ�1/3). 
zL���£ü �m¤���¤���UC�±^��nG��ê¼

ó {Xn, n ≥ 0} 5£ã,Ù�Ú=£VÇ(G�1!2!3©OL«	ïgÊ!�7!Ù¦¬ý��íÀz

ì)Xeã¤«.

P =

1

2

3


0.6 0.4 0

0.35 0.3 0.35

0 0.2 0.8

 .

(1) y²Tó�Ø��!H{�;

(2) ¯ü����¬ý�½|ÓkÇòC¤õ�º

(3) �¬ýé½|�ÓkÇ�ª¬­½u�o��'~º

o! (16©) Å��Å/r¥�\� a�Ýf¥�£�­E�¤§± Xn L«�
 n�¥����Ý

ê§K {Xn, n ≥ 0} �ê¼ó§

(1) �ÑTê¼ó�=£VÇÝ
P§¿?1G�©a¶

(2) Á¦�÷ a�Ýf�²þ�m£gê¤"

Ê! (16©) ®�²­L§ {X(t),−∞ < t <∞} �þ�¼ê� 0,Ì�Ý¼ê�

S(ω) =
ω2 + 5

ω4 + 11ω2 + 24
, −∞ < ω <∞.

(1) ¦X(t) ����¼ê R(τ);

(2) X(t)´Äkþ�H{5º��oº

(�)

2016—2017Æc1�ÆÏ �2� 1 2�
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2016—2017Æc1�ÆÏ�ÁÁò

�Á�8 �ÅL§(B) �©

¤3X ÆÒ 6¶

(2017c6�22FþÌ8:30–10:30, �mò)
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. �. (29©) W�½ÀJK.

1. ��ÅCþXÚY�Ý1¼êgX(t)ÚgY (t)þ�3, Ke�`{�Ø�´( ).

(A) gX(t)U��û½X�©Ù

(B) eX����3�gX(t)����, KVar(X) = g′′X(0)− [g′X(0)]2

(C) X + Y�Ý1¼ê��3��gX(t)gY (t)

(D) é?¿n > 0, n �ÝE[Xn] �½�3

2. � {N(t), t ≥ 0} ´��rÝ� λ�PoissonL§, K E[N(1)N(2)] = ;

E[N(10)|N(5)] = ; eq®�N(3) = 1, K P(N(2)−N(1) = 1) = .

3. b½,U©�*ÿ��6(6´��PoissonL§, â± ]�ÚO�z��²þ

*ÿ� 3 �6(. K3�þ 8 :� 10 :Ïm, TU©�vk*	�6(�VÇ´

. '� 0 :�TU©�*	�1��6(��m�©Ù´ .

4. �{Xn, n ≥ 0}´��Markov ó, ��Ú=£VÇÝ
�

P =

1

2

3

 0 0.5 0.5

0.3 0.4 0.3

0.5 0.5 0

 .

eX0�©ÙÆ�

(
1 2 3

1/3 1/3 1/3

)
,KX2�©ÙÆ� ;�TMarkov

ó�²­©Ù� .

5. 3lÑ�mMarkov ó¥, 'u~�5e�`{�(�´( ).

(A) eG� i~�� j → i, KG� j �´~��

(B) eG� i~�� i→ j, KG� j Ø�½´~��

(C) eG� i"~�, K4� lim
n→∞

p
(n)
ii �½�3

(D) eG� i�~�, K4� lim
n→∞

p
(n)
ii �½�3

6. 'ulÑ�mMarkov ó�²­©ÙÚ4�©Ù, e�`{�(�´( ).

(A) ��k�~�a, K7k²­©Ù

(B) ²­©ÙÚ4�©ÙÑ�3, K§�7��

(C) 4�©Ùe�3K�X0 ���Ã'

(D) ²­©Ùe�3K7��

7. 'u��þ�{üé¡�ÅiÄ{Xn, n ≥ 0}, e�`{�Ø�´( ).

(A) ¤kG��±Ïþ�2

2016—2017Æc1�ÆÏ5�ÅL§(B)6Áò � 2� 1 1�
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(B) {Xn, n ≥ 0}���Markov ó�Ã²­©Ù

(C) eX0 = 0, Ké?¿�ên, Ù�ªU��§�VÇ�1

(D) eX0 = 0, KÙÄg�£�:¤I²þ�m´k��

8. 'u²­L§, e�`{�(�´( ).

(A) °²­L§äk²­Oþ5

(B) PossionL§´°²­L§

(C) Ð©G�Ñl²­©Ù�MarkovL§�î²­L§

(D) î²­L§�½´°²­L§

�. (12©) b���>f+S���4�>fê8 N(t) Ñlëê� λ � Poisson L§§

z�>f��Uþ�pÕá��>fê8 N(t)�pÕá§¿þÑl«m [1, 2] þ

�þ!©Ù§�� t ����4�É�Uþ� S(t). ¦S(t) �þ� E[S(t)] Ú �

�Var[S(t)].

n. (20©) ykùÚ!�Ú!7Ún«ð�§©OUrÝ� λ1, λ2 Úλ3 ��pÕá�

Poisson L§ÏLú´þ�,*	Õ§

(1) eØØôÚ§¦1�ý�ÏLT*	Õ¤I��m�VÇ�Ý¼ê�Ï"¶

(2) 3®��� t0 *	��ýù��^�e,

(a) e�ýE´ù��VÇ´õ�º (b) e�ý´���VÇ´õ�º

(3) ®��� t0 *	��ýù��^�e§�e5ÏL� k ý�´ù�§
�´�

ù��VÇ´õ�º£k ≥ 0¤

(4) 3�Uüýù��mÏLT*	Õ�7�Tkn ý�VÇ, n = 0, 1, 2, · · · .
o. (15©) �ê¼ó {Xn, n ≥ 0} �G��m� S = {0, 1, 2, . . .}£�N�K�ê¤§=
£VÇ�

Pi,i+1 = Pi,0 =
1

2
, i ≥ 0.

(1) y²Tê¼ó�Ø��H{�¶

(2) Á¦Tê¼ó�4�©Ù π = {πi, i ≥ 0}"

Ê. (8©) �X(t) = Y cos(ωt + Θ), Ù¥ ω �~ê§Y Ñlþ��µ, ��� σ2 ��©

Ù§Θ Ñl«m [0, 2π] þ�þ!©Ù§� Y �Θ �pÕá. Á�äX(t) ´Ä�°²

­L§"X´§��Ñy²¶ÄK§�`²�Ï"

8. (16©) ®�²­L§ {X(t),−∞ < t <∞} �þ�¼ê� 0,Ì�Ý¼ê�

S(ω) =
ω2 + 4

ω4 + 10ω2 + 21
, −∞ < ω <∞.

(1) ¦X(t) ����¼ê R(τ);

(2) X(t)´Äkþ�H{5º��oº

2016—2017Æc1�ÆÏ5�ÅL§(B)6Áò � 2� 1 2�
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2017--2018 学年第一学期，第1页（共 2 页） 

中国科学技术大学期末考试题 

考试科目：随机过程（B）                         得分：          

学生所在系：              姓名：           学号：            

（2018 年 1 月 9 日，半开卷） 
 

一、( 20 分) 判断是非与填空： 

   （1）（每空 2 分）设 { , 0}nX X=  为一不可约、有限（N 个）状态的马氏链，且其转移概率矩阵 P

为双随机的（行和与列和均为 1），则： 

.a X 的平稳分布不一定存在 (    ) ；        .b X 的平稳分布存在但不必唯一(     ) ； 

Xc. 的平稳分布为 )... 111
NNN

，，，（ （    ）；  .d X 的极限分布为： )... 111
NNN

，，，（ （    ） 。 

   （2）（每空 3 分）设公路上某观察站红、黄、蓝三种颜色的汽车到达数分别是强度为 2、3 和 5（辆/分

钟）的泊松过程。则： 

.a 第一辆车到达的平均时间为(        ) ；   .b 红车首先到达的概率为 (        ) ； 

.c 在第一辆红车到达之前恰好到达 k 辆非红车的概率为（        ）。  

（3）（3 分）有关某种商品的销售状况共有 24 个季度的连续数据 ( 1—畅销，0—滞销 )： 

                    
，

，

1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1

0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1
 

若该商品销售状况满足齐次马氏链，则据以上数据可估计出该马氏链的转移概率矩阵 P 为（         ）。 

 

二、（15 分）设到达某计数器的脉冲数 }0),({ ttN 是一速率为 的泊松过程，每个脉冲被记录的

概率均为 p ，且各脉冲是否被记录是相互独立的。现以 )(1 tN 表示被记录的脉冲数，试求 )(1 tN 的矩母

函数 )()(1
vg tN 以及 )(1 tEN , )]([ 1 tNVar 和 ))(),(( 11 tNsNCov 。 

 

三、（20 分）设马氏链 }0,{ nXn 的转移概率矩阵为： 

                              

















=

3
2

3
1

3
2

3
1

3
2

3
1

0

0

0

3

2

1

P  

（1）设 30 =X ，试求： )3,2,1(},{)2(},{1 21 ===== iiXPiXP ii  ）（ ，并求： 

)( 1XE 和 )( 2XE ； 
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（2）试求该马氏链的极限分布： )3,2,1,(,)(

,lim ==
→

jip n

ji
n

j ； 

（3）当初始分布 )3,2,1(0 =ii ）（ 为什么分布时，该马氏链为严格平稳过程？并求此时的 )( nXE 。 

 

四、（15 分）把一些球逐个随机地放到 a 个格子中去，若n 个球放进了 k 个格子，则称系统在时刻 n

的状态为 k 。试用一马氏链 }0,{ nXn 描述此系统，并且 

（1）写出该马氏链的转移概率矩阵 P ，并讨论其状态分类； 

（2）证明过程由状态 )10( − akk 出发，必然进入状态a ； 

（3）试求放满 a 个格子的平均时间（假定 00 =X ）。 

 

五、（15 分） 设有随机过程 )cos()( 0 += tAtX  ，其中服从均匀分布 )2,0( U ， A 服从

瑞利分布： 

  )0()exp()(~ 2

2

2 2
−= xxfA xx ，


 

且 A与独立， 

（1）证明 }),({ RttX  为宽平稳过程； 

（2）试求 }),({ RttX  的功率谱密度函数 )(S 。 

 

六、（15 分）在下列四个关于 的函数中： 




 

+
=

+ +

2

1 2 2

9
( )

( 4)( 1)
S ，

10029

64
)(

24

2

2
++

+
=




S ， 




 

−
=

+ +

2

3 4 2

4
( )

4 3
S ，

 



=

+

2

4 4

cos
( )

1
S  

（1）哪一个可以作为一个平稳过程 { ( ), }X t t R （均值为 0）的功率谱密度函数？并求其所对应

的协方差函数 )(R ； 

（2）该平稳过程的均值是否具有遍历性？为什么？ 

 

 

（完） 
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中国科学技术大学 

2017-2018 第二学期期末考试题（2） 

考试科目：随机过程（B）                         得分：          

学生所在系：              姓名：           学号：            

（2018 年 6 月 29 日，半开卷） 

 

一、(24 分。填空题每空 3 分，其余每空 2 分 ) 判断是非与填空： 

   （1）（判断是非）设 S 为一不可约马氏链 0, nXn 的状态空间，则对任意 Sji , ： 

jia ,)( 均为正常返状态  (    ) ； ,)( jib    其中 





0

)(

n

n

iii nf   (    ) ； 

jic ,)(  未必为常返状态（    ）；  ),0()()()(  jdidd   (    ) 。 

   （2）（判断是非）设马氏链共有n 个状态，且 ji  ，则： 

      )(a 可用至多n 步由 i 转移到 j  (  ) ； )(b  由 i 转移到 j 至少要用n 步 (    ) 。 

（3）（填空）设粒子在数轴上由0出发作对称随机游动，则它回到0的平均时间为（    ）。 

（4）（填空）设 0),( ttN 是一强度为的 Poisson 过程， 0, ts ，则： 

  ntsNksNP )(|)( (          )( nk 0 )；  )(|)( sNtsNE  的期望为 

(         )，方差为（         ）。 

     

二、（15 分）设某路段发生交通事故的次数 )(tN 为一 Poisson 过程，且平均每月发生交

通事故 2 次。又设 0t 表示去年 12 月底，试求： 

（1）到今年 3 月底为止未发生交通事故的概率是多少？ 

（2）若已知到今年 3 月底已发生了 4 次交通事故，问到 6 月底至少发生 7 次交通事故

的概率是多少？ 

（3）若每次事故造成的经济损失Y （单位：万元）服从参数为 1.0 的指数分布，且各

次损失相互独立，试求到 6 月底为止因交通事故而造成的总损失的期望值。 

 

 三、（15 分） 一只蚂蚁沿着一个等边三角形（顶点记为 cba ,, ）的边爬行，假定在时

刻n 它位于某一顶点（例如a ），则在下一时刻（ 1n ）它爬到另外两个顶点（b 和 c）的

概率都等于 21 。试用一个马氏链 0, nXn 描述这个过程（状态： cba ,, ），并且 

（1）写出该马氏链的转移概率矩阵P ； 

（2）试求
nn PP )(
； 
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（3）试求 ?lim )( 


n

n
P  

 

四、（18 分）设 0, nXn
为区间  3,0 上的随机游动，其转移概率矩阵为： 

                         





















0100

0

0

0001

3

2

1

0

4
1

2
1

4
1

4
1

2
1

4
1

P  

   试求质点由 k 出发而被0吸收的概率
kp 及它被吸收的平均步数 ）（ 3,2,1, kvk

。 

                          

五、(16 分)设 A与B 独立，都服从 ]1,1[ 上的均匀分布，定义随机过程： 

,sincos)( 00 tBtAtX     （ Rt ， 0 为非零常数） 

（1）证明 RttX ),( 为宽平稳过程； 

（2）试求其功率谱密度函数 )(S 。 

 

六、（12 分）设平稳过程  RttXX  ),( （均值为 0）的功率谱密度函数为： 

                         
3613

14
)(

24

2









S  

       

（1）试求 X 的协方差函数 ( )R  ； 

（2）问 X 的均值是否有遍历性？为什么？ 

 

 

 

 

（完） 
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中国科学技术大学 

2018-2019 第一学期期末考试题 

考试科目：随机过程（B）                         得分：          

学生所在系：              姓名：           学号：            
（2019 年 1 月 10 日，半开卷） 

 
一、(30 分。填空题每空 3 分，其余每空 2 分 ) 判断是非与填空： 

   （1）（是非）若马氏链 { }0, ≥= nXX n 的初始分布 { }0, ≥= jjππ 为其平稳分布，则： 

),0(,)(
0

)(
, Nnjpa ji
n
jii ∈≥=∑≥

ππ  (   ) ； Xb)( 为严格平稳过程（    ）

)0,(,lim)( )(
, ≥=

∞→
jipc n

jinjπ     (    ) ；      Xd )( 必有正常返状态  (     ) 。 

   （2）（是非）下列关于τ 的函数 )(τR 是否为(实或复)平稳过程的协方差函数？ 

    2|| )1|(|)()( += − ττ τeRa  (   ) ; 22

||)()( τττ −= eRb (   );  πτ
ττ sin)()( =Rc  (    ) 

    λτστ ieRd 2)()( =  (    ) ;  ||2)()( τλστ ieRe −=  (    )。（注： 1,0, −=> iλσ ） 

（3）（填空）设 321 ,, XXX 相互独立，且 3,2,1),(~ =iExpX ii λ （指数分布），则

{ }321)1( ,,min XXXX = 的分布为（     ），概率 { })1(1 XXP = 等于（     ）。 

（4）（填空）设{ }0),( ≥ttN 是一强度为λ的 Poisson 过程， kW 为其第 k 个事件发生的

时间，并设 0,1 >≤≤ tnk ，则 { }== ntNWE k )(| (      )， =)( kWE (      )。 

     
二、（8 分）假设汽车按强度为λ的泊松过程进入一条单向行驶的无限长的公路，进入

的第 i 辆车以速度 iV 行驶。假定诸 iV （ 1≥i ）为相互独立的正随机变量，有共同分布 F 。

试求在时刻 t位于区间 ),( ba 内的平均汽车辆数。 

 

三、（15 分） 设马氏链{ }0, ≥nX n 的转移概率为： 

             )1(,1)0(,0 1,,0 ≥=≥>= − ipjap iijj  

（1）证明该马氏链为不可约常返的，且为非周期； 

（2）试求过程由0出发后首次返回到0的平均时间 0µ ，并据以回答：过程何时为正常
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返？何时为零常返？ 

（3）在正常返时，试求该马氏链的极限分布： { }0, ≥= jjππ 。 

 

四、（20 分）设马氏链{ }0, ≥nX n 的一步转移概率矩阵为： 

                     



















=

1000
0100
4.04.02.00
2.03.05.00

4
3
2
1

P  

（1） 试讨论该马氏链的状态分类（即：分为几个等价类、各类的周期性如何、是否为常

返、是否为正常返？）。 

（2） 试求过程由状态 k 出发而被状态 j 吸收的概率 )4,32,1(,, == jkf jk ； 。 

                          

五、(15 分)设 A与Θ独立且分别服从均匀分布 )1,0(U 与 )2,0( πU ，定义过程： 

)cos()( 0 Θ+= tAtX ω   （ Rt∈ ， 0ω 为非零常数） 

（1）证明{ }RttX ∈),( 为宽平稳过程； 

（2）试求其功率谱密度函数 )(ωS 。 

 

六、（12 分）设平稳过程 { }RttXX ∈= ),( （均值为 0）的功率谱密度函数为： 

                         
2811

3)( 24

2

++
+

=
ωω

ωωS  

       

（1）试求 X 的协方差函数 ( )R τ ； 

（2）问 X 的均值是否有遍历性？为什么？ 
 

 
 

（完） 
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随机过程期末考试参考答案与评分标准 

（2019年 1月 10日） 

 
一、（30 分） 

（1）（每空 2 分）：a.（ 是 ）； b.（ 是 ）； c.（ 非 ）； d.（ 是 ）。 
（2）（每空 2 分）：a.（ 非 ）； b.（ 非 ）； c.（是 ） ；d.（是）； e.（非）。 

（3）（每空 3 分）（ )(1 321 λλλ ++  ），（ )( 3211 λλλλ ++ ） 。 

（4）（每空 3 分）（ !)1(1 −−− kex xkk λλ ），（ 22tλ ） 

 
二、（6 分） 

若第 i 辆汽车于时刻 s(s<t)进入该公路，则 )()(})({ st
a

st
b

i FFbVstaP −− −=<−< ，故第 i

辆车于时刻 t 位于区间 ）（ ba, 的概率 dsFFp st
a

t

st
b

t )]()([
0

1
−− −= ∫ ，从而时刻 t 位于区间

）（ ba, 内的平均汽车辆数为 dsFFpt
t

st
a

st
b∫ −− −=

0
)]()([λλ 。 

 
三、（16分） 

（ 1 ）易证马氏链为不可约 ( jiap jji ≠∀>≥ ,0, ) 、非周期 ( 00
)1(
0,0 >= ap ) ，且 

1
00,0 == ∑+∞

=j jaf ，故常返； 

（2）求得： ∑∑ +∞

= −
+∞

=
==

1 11
)(

0,00 n nn
n nanfµ ，显然，马氏链为正常返 +∞<⇔ 0µ ； 

（3） )0(,
0

1 ≥= ∑ ≥
ja

jk kj µπ  。 

 
四、（20 分） 

（1）四类： }2{},1{ 均为瞬过类， 1)2(,)1( =∞= dd ； }4{},3{ 为二遍历类（吸收态）。 

（2）设T 为过程进入吸收态的时间，记 )4,32,1(},|{ 0, ===== jkkXjXPf Tjk ；  则

有： 

     

4.02.0}|4{

4.02.0}|3{

2.05.0}|4{

3.05.0}|3{}1|3{

4,2,214,2

3,2,213,2

4,2,114,1

3,2,1103,1

+====

+====

+====

+=======

∑
∑
∑

∑

fpiXXPf

fpiXXPf

fpiXXPf

fpiXXPXXPf

ii T

ii T

i iT

i iTT

 

解得： 21,209,2011 4,23,24,13,1 ==== ffff 。 
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五、（16分） 

（1）  

)(cos4
cos}cos]2)2({cos[

)cos(])(cos[),(
0)cos()(

0

0
2

2
1

00
2

2
1

00
2

0

ττω
τωτωτω

ωτωτγ

ω

X

X

R
EAtEEA

ttEEAtt
tEAEtEX

==

=+Θ++=

=Θ+Θ++=+

=Θ+=

 

故{ }RtX(t), ∈ 为宽平稳。 

（2） ))()((4)()( 00 ωωδωωδπωτ −++=↔ SRX 。 

 
六、（12 分） 

（1）
||2

12
1||7-

21
72)()( τττω −−=↔ eeRS 。 

（2）该过程的均值有遍历性，因为： ∞<∫
∞

∞

ττ dR
-

|)(| 。 

 
                                  （完） 
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�! (30©) ´��ä�W�K

(1)�X�Y�pÕá§©OÑl�ê©ÙExp{λ}�Exp{µ}§Kµ

(a) X + Y ∼ Exp{λ+ µ}. ( ) (b) min{X,Y } ∼ Exp{λ+ µ}. ( )

(c) max{X,Y } ∼ Exp{λ+ µ}. ( ) (d) P{X > h} = 1− λh+ o(h), h ↓ 0. ( )

(e) P{X ≤ s+ t | X > s} = P{X ≤ t}, s, t > 0. ( )

(2)'u²­L§§e�`{´Ä�(

(a) °²­L§äk²­Oþ5. ( )

(b) PoissonL§´²­L§. ( )

(c) ��Ý�3�î²­�½´°²­L§. ( )

(d) Ð©G�©Ù�²­©Ù�MarkovL§�½´î²­�. ( )

(3)�kEÜÑtL§X(t) =
N(t)∑
i=1

Yi§Ù¥N(t)´rÝ�λ�ÑtL§§Yi ∼ Exp{µ}. K:

EX(t) = , E[X2(t)] = , gX(t)(s) = E exp{sX(t)} = .

(4)ykéu��nG��ê¼ó{Xn, n > 0}�25�ëY*	êâ:

-1, 0, 0, 1, 0, -1, -1, -1, 0, 0, -1, 0, -1,

-1, -1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, -1, 1, 1, 1,

Kâd��OÑTê¼ó�=£VÇÝ
P� .

�! (8©)�xúi�n�gêN(t)´rÝ�λ�ÑtL§§Ãgn��Ci(i > 1)�ÕáÓ©Ù§�

�N(t)Õá§ECi = µ. q�Wi �1ign�u)��m(i > 1)§K���t���n�o��òy�

�µ

C(t) =

N(t)∑
i=1

Cie
−αWi

Ù¥α > 0�òyÇ§Á¦C(t)�Ï"�.

n! (20©)�:3��N>/(N ≥ 3)�±>þ��ÅiÄ(º:1, 2, ..., NU^����ü�)§�:±

VÇp^��iÄ��§±VÇq = 1− p _��iÄ��§Á^�ê¼ó{Xn, n > 0}£ãT�.§¿

(1)�ÑTê¼ó�=£VÇÝ
P§¿�G�©a¶

2018—2019Æc1�ÆÏ�ÅL§Áò � 2 � 1 1�
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(2)¦ÑTê¼ó�²­©Ù¶

(3)Tê¼ó´Ä�34�©Ùº��oº

o! (20©)�ê¼ó{Xn, n ≥ 0}�=£VÇÝ
�:

P =



1 0 0.6 0.2 0.1 0.1

2 0 0.3 0.4 0.2 0.1

3 0 0 0.2 0.4 0.4

4 0 0 0 1 0

5 0 0 0 0 1


(1)ÁéTê¼ó�G�©a(©�Aa!�a�±Ï5!~�5!�~�5�);

(2)Á¦L§lG�kÑu
�G�4áÂ�VÇfk,49fk,5, (k = 1, 2, 3).

Ê! (15©)�	e�¼êSi(ω), (ω ∈ R)µ

S1(ω) =
ω2 + 9

(ω2 + 4)(ω + 1)2
, S2(ω) =

ω2 + 1

ω4 + 5ω2 + 6
, S3(ω) =

ω2 + 4

ω4 − 4ω2 + 3
,

S4(ω) =
ω2 − 4

ω4 + 4ω2 + 3
, S5(ω) =

e−iω
2

ω2 + 2
(i =

√
−1), S6(ω) =

4a cosω

ω2 + a2
(a > 0).

(1)¯=
�±��²­L§�Ì�Ý¼êº¿?
¦ÑÙéA����¼êR(τ).

(2)¯�A�²­L§�þ�´ÄkH{5º��oº

8! (7©) �

Xt = St + εt = b cos(ωt+ U) + εt, t ∈ Z

Ù¥U ∼U(0, 2π), {εt}"þ�²­, ���σ2�xD(S�, U�{εt}Õá. �Ý/IÈÅ, M > 0:

Yt =
1

2M + 1

M∑
j=−M

Xt−j

1)Á¯Yt´²­L§íº��oº

2)¦ÑYt���.

2018—2019Æc1�ÆÏ�ÅL§Áò � 2 � 1 2�
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随机过程期末考试参考答案与评分标准 

（2019年 6月 24日） 

 
一、（30分） 

（1）（每空 2 分）：a.（ 非 ）； b.（ 是 ）； c.（ 非 ）； d. （ 是 ）；e.（是）。 
（2）（每空 2 分）：a.（非 ）； b.（ 非 ）；c.（是 ）；d.（是）。 

（3）（每空 3 分）（ µ
λt  ）；（ 2

)2(
µ

λλ tt +
）；（ )exp( s

ts
−µ
λ ）。 

（4）（3 分）（















−
=

3
2

3
1

9
2

9
3

9
4

9
1

9
4

9
4

01
0
1

P   ） 

 
二、（8 分） 

[ ]{ } α
λµα α )1()(

1
)(|)(

t
i etN

i
W

i tNeCEEtEC
−−

=
− == ∑ 。 

 
三、（20分） 

（1） 

































−
−

=

00000
00000

000000

000000
00000
00000

00000

1
2

4
3
2
1

qp
pq

p

q
pq

pq
qp

N
N
N

P



















，（双随机） 

不可约、正常返、周期为 2（N 偶）或非周期（N 奇）。 

（2）求解： 1, == ∑
j

jP πππ ，由： 

  















+++=
+=

+=

+=
+=

−

−−

N

NN

NNN

N

pq
qp

qp
pq

πππ
πππ
πππ

πππ
πππ





21

11

21

312

21

1

 解得平稳分布： ),,,( 111
NNN =π  

（3）当 N 为奇数时，极限分布存在： ),1(,lim 1)(
, NjiP N
n
jin

≤≤=
∞→

，否则不存在。 
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四、（20 分） 

（1）每个状态自成一类。1,2,3 均为瞬过类，其中 1 的周期为无穷，其余为非周期；4,5 
为遍历类（吸收态）。 
（2）设T 为过程进入吸收态 4 或 5 的时间，则 

)3,2,1(},|5{},|4{ 05,04, ======= kkXXPfkXXPf TkTk  其中： 

     

4.02.0
2.04.03.0

1.02.06.0}|{

4,34,3

4,34,24,2

4,34,2,114,1

+=

++=

++==== ∑

ff
fff

ffpiXaXPf
i iT

 

解得： 2
1

4,37
4

4,235
19

4,1 ,, === fff 。类似可求得： 2
1

5,37
3

5,235
16

5,1 ,, === fff 。 

 

五、（15分） 

（1） )(2 ωS 是谱密度函数。
||3

3
3||2

4
2

2 -)()( τττω −− +=↔ eeRS 。 

（2）该过程的均值有遍历性，因为： ∞<∫
∞

∞

ττ dR
-

|)(| 。 

六、（7 分） 

（1）先求 0)( =+= ttt SEEX ε ， 

2
2

22

04

22222222

22 ]1)22[cos(

)](cos[)()(),(

σσω

σωσεεγ
π

π +=+++=

++=+=+=+=

∫ bb

tttttX

duut

UtbEESSESEtt
 

)
00
01

)((,)(cos),( 2
2
2





≠
=

=+==+ + τ
τ

τδστδωττγ τ ：b
ttX XEXtt  

从而： 0=tEY 且： 

∑

∑

−=
+

−=
−−++

+−++−=

=+=+

M

Mji

b
M

M

Mji
jtitMY

jiji

XEXtYtEYtt

,

2
2)12(

1

,
)12(

1

))()(cos(

)()(),(

2

2

2

στδτω

ττγ τ

 

故 tY 平稳。 

（2）  

))12()(cos(

))()(cos(),(

2
2

0,
2)12(

1

,

2
2)12(

1

2

2

2

2

σω

σδωγ

++−=

−+−=

∑

∑

=
+

−=
+

Mji

jijitt

M

ji

b
M

M

Mji

b
MY

。 

  
（完） 
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中国科学技术大学 

2019-2020 第一学期期末考试题 

考试科目：随机过程（B）                         得分：          

学生所在系：              姓名：           学号：            

（2020 年 1 月 6 日，半开卷） 
 

一、(30 分，每空 2 分 ) 判断是非与填空： 

   （1）设 )1(,,0
10 ≥== ∑ =

nXX n

i in ξ ，其中{ }1, ≥iiξ 为 i.i.d.，且 =−= }1{ iP ξ  

5.0}1{ === iP ξ ，则{ }0, ≥nX n 为： 

.a  独立增量过程  (    )； .b  平稳独立增量过程  (    )； 

.c  正常返马氏链（    ）； .d  瞬过马氏链  (    )；  0}0{lim. ==
∞→ nn

XPe 。 

   （2）下列函数是否为平稳过程的谱密度函数： 

      
1811

16
1 24

2)(.
++

−=
ωω

ωωSa  (    ) ；  
65

1
2 24

2)(.
++

+=
ωω

ωωSb  (    ) ； 

      
1

cos
3 4

2)(.
+

=
ω

ωωωSc   (    ) ;      )1(,)(. 22

||

4 −==
+

− iSd
a

e i

ω

ωω  (   ) 

（3）到达某邮箱的正常电子邮件和垃圾邮件数分别是强度为 9 和 3 的泊松过程，且相

互独立。则第一封邮件的平均到达时间为（    ），第一封垃圾邮件到达之前恰好到达了

k 封正常邮件的概率为（    ）。 

（4）设{ }0),( ≥ttX 是强度为λ的泊松过程，命 ∫=
T

TT dttXX
0

1 )( ，则： 

=)( TXE (      )， =)( TXVar (      )。 

（5）到达某商店的顾客数 )(tN 是一强度为 22)( tt +=λ 的非齐次泊松过程，若该商

店早上 8:00 开门，则午时段(11:00-13:00)没有顾客到达的概率为(     )，午时段到达商店

的平均人数为(     )。 
     

二、（15 分）设某种健康险投保者中的出险人数 )(tN 为一强度为 5 的泊松过程，若以

iY 表示第 i 个出险者应获赔偿，并假定 )3,1(~ UYi （均匀分布，单位：万元），且 }1,{ ≥iY

为 i.i.d.，试求到时刻 t 为止保险公司应付全部赔偿 ∑=
=

)(

1
)( tN

i iYtX 的期望 )(tEX 、方差 

)]([ tXVar 及矩母函数 )()( sg tX 。(均匀分布矩母函数： sab
ee asbssg )()( −

−= ) 
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 三、（18 分） 圆周上有 1,2,3,4 四个位置按顺时针方向排列，一个粒子在这四个位置上(沿
圆周)作随机游动。它从任何一个位置各以概率 0.5 顺时针方向或逆时针方向游动至其相邻

位置，若以 jX n = 表示时刻n 粒子处于位置 )4,3,2,1( =jj ，则{ }0, ≥nX n 为一马氏链， 

（1）求该马氏链的转移概率矩阵 P 及 )2(P ，并求 ?}2|1,3{ 13 ==== ++ nnn XXXP  

（2）讨论该马氏链状态分类并求其平稳分布 ),,,( 4321 πππππ = ； 

（3）极限
)(lim n

n
P

∞→
是否存在？为什么？ 

 

四、（12 分）设{ }0, ≥nX n 为区间 [ ]3,0 上的随机游动，其转移概率矩阵为： 

                         



















=

0100
0

0
0001

3
2
1
0

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

P  

   试求粒子由 k 出发而被0吸收的概率 kp 及它被吸收的平均步数 ）（ 3,2,1, =kvk 。 

                          

五、(15 分)设 A与Θ独立， )31(~ ExpA (指数分布)， )2,0(~ πUΘ (均匀分布)，定

义随机过程： 

)(),cos()( RttAtX ∈Θ+=    

（1）证明{ }RttX ∈),( 为宽平稳过程； 

（2）试求其功率谱密度函数 )(ωS 。 

 

六、（10 分）设平稳过程 { }RttXX ∈= ),( （均值为 0）的功率谱密度函数为： 

                         
2811

3)( 24

2

++
+

=
ωω

ωωS  

       

（1）试求 X 的协方差函数 ( )R τ ； 

（2）问 X 的均值是否有遍历性？为什么？ 
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 1 

随机过程期末考试参考答案与评分标准 

（2020年 1月 6日） 

 
一、（30分，每空 2分） 

（1）a.（ 是 ）； b.（ 是 ）； c.（ 是 ）； d.（ 非 ）；e.（ 是 ）。 
（2）a.（ 非 ）； b.（ 是 ）； c.（ 非 ）； d.（ 非 ）。 

（3）（ 12
1  ），（ k))(( 4

3
4
1 ）。 

（4）（ 2
Tλ  ），（ 3

Tλ  ）。 

（5）（ 0003.08 ≈−e ），（8人）。 

 
二、（15 分） 

，万元)(102)()( ttEYtENtEX =×== λ  

        
，3654512/45

))(()()( 2

ttt
EYtVarNVarYtENtVarX

=×+×=
+=

 

        )(5)1)((
)(

2
23

)( s
ssese

Y tsgt
tX eesg

−−

== −λ
。 

三、（18分） 

（1） 



















=



















=

0101
1010
0101
1010

00
00

00
00

4
3
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

P ， 



















==

1010
0101
1010
0101

2
12)2( PP  

 

。4
1

2
1

2
1)2(

1321

131

13

}1,2|3{}2|1{
}2|1,3{

=×==

======
====

+++

++

pp
XXXPXXP

XXXP

nnnnn

nnn

 

（2）  求解：

1
)(
)(
)(
)(

4321

312
1

4

422
1

3

312
1

2

422
1

1

=+++

+=

+=

+=

+=

ππππ
πππ
πππ
πππ
πππ

，易得： 414321 ==== ππππ ； 
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 2 

  状态分类：不可约、正常返、周期为 2。 

（3） )(lim n

n
P

∞→
不存在。例如： 0lim 2

1
4
22)2( >===

∞→ i

n
iin

p µ ，但 ）（， 10)1-2( ≥∀≡ np n
ii ，故

极限
)(lim n

iin
p

∞→
不存在。 

 
四、（12 分） 

设 }0,0:min{ =≥= nXnnT  ，则： 

)3,2,1,0(),|(},|0{ 00 ====== kkXTEvkXXPp kTk ，其中： 0,1 00 == vp ， 

由 P 有： 

       








=
++=

++=

23

33
1

23
1

13
1

2

23
1

13
1

3
1

1

pp
pppp

ppp
，及









+=
+++++=

++++=

1
)1()1()1(

)1()1(

23

33
1

23
1

13
1

2

23
1

13
1

3
1

1

vv
vvvv

vvv
 

解得： 

       )3,2,1(,1 == kpk ，及： 12,11,7 321 === vvv 。 

 
五、（15分） 

（1）

ττ
τττγ

cos9cos18
)cos()cos()()(),(

003)cos()(

2
1

2

=×=
Θ+Θ++=+=+

=×=Θ+=

ttEEAtXtEXtt
tEAEtEX

X

，

， 

故 }),({ RttX ∈ 为宽平稳。 

（2） ))1()1((9)()( −++=↔ ωδωδπωτ SRX 。 

 
六、（10 分） 

（1）  ||2
12
1||7

21
72

22

2

)(
)7)(4(

3)( τττ
ωω

ωω −− −=↔
++

+
= eeRS ； 

（2）  该过程的均值有遍历性，因为： ∞<∫
∞

∞

ττ dR
-

|)(| 。 

 
                                  （完） 
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. �. (30©) ´�W�ÀJK(�Y��3�K�þ)µ

1. (10©) �äe�k'lÑ�mMarkovó`{�(�Ä.

1). äk²­Oþ��ÅS�´Markovó. ( )

2). eü�G�Øp�§K§�k�UÑ´~��. ( )

3). ekÃ¡�G��Ø��§K¤kG�Ø�UÑ´~��. ( )

4). e,�G�´~��§KL§��¬��§�g. ( )

5). Markovó¥§±Ï�Ã¡��G��½´�~��.( )

2. (3©)�{Nt, t ≥ 0}´rÝ�λ�PoissonL§,�K�ÅCþT�N(t)Õá�P (T >

t) = exp{−µt}, µ, t > 0, Kék ≥ 0, P (N(T ) = k) = .

3. (3©) e�`{Ø�(�´ .

A. PoissonL§´MarkovL§ B. l~��Ñu�U��~��

C. PoissonL§´²­L§ D. k�G��MC�½�3�~��.

4. (4©) ��#L§{N(t)}�1n��#m�Xn ∼ exp(µ)(n ≥ 1, µ > 0), =N(t) =

max{n : Sn ≤ t},d?Sn =
∑n

j=1Xj,KSn�©Ù�Ý¼ê�fSn(x) = ,

VÇP (N(t) = n) = (n ≥ 0).

5. (3©) e�`{�(�´ .

A. {N(t)}�{M(t)} ´PoissonL§, KN(t) +M(t)�´PoissonL§.

B. e����ýêÑlPoissonL§, zm��ý�P¹�e, K�P¹e��ý

ê�ÑlPoissonL§.

C. R(τ) = |τ |e−τ2/2k�U¤�,�²­L§£½S�¤����¼ê.

D. Ð©©Ù�²­©Ù�Markovó�î²­L§.

6. (3©) � {X(t)} � Gauss ²­L§, þ��", õÇÌ�Ý S(ω) = 1
1 + ω2"K

X(t) á3«m [0.5, 1] ¥�VÇ� .

7. (4©) ,«âfUrÝ�λ �ÑtL§5���Oêì§z����âfÑ¦O

êì'4�ã�mr. ���âf���§eOêì�?u'4G�§§Ò�P¹

e5"K3�m«m(t, t+ r] ¥P¹���âf�VÇ� (t ≥ r).

2020—2021Æc1�ÆÏ�ÅL§BÏ"�ÁÁò � 2� 1 1�
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�. (12©) ,�ÕKI,����Á��þ�¶ó�§T��Á�kA!B!Cn��

§§�)¥��ùn��§��)¤Ó�'~©O�35%!40% Ú25%, 
n��Á

��¶¤©O�30�!30�Ú50�. ��)U�Ç�λ�ÑtL§�T�Õ�¶§Ù

¥λ = 10</U, e±X(t) L«�1t U��T�ÕÂ���¶¤o�§Á¦X(t) �

Ï"EX(t) !��V ar(X(t)) ÚÝ1¼êgX(t)(µ) = EeµX(t)
"

n. (15©) ½|þka «ýÒ�ßq§P�{1, 2, . . . , a} . b½�¤ö�U¦^�ßq

ýÒ�¤ê¼ó§À^1i «ýÒßq��¤öUY¦^1i «ýÒßq�VÇ

�pi,i, (0 < pi,i < 1, i = 1, 2, . . . , a). e¦é�5¦^�ßqØ÷¿, Ò3Ù§a − 1 «

ßq¥?À�«, =k: pi,j =
1−pi,i
a−1

, (j 6= i),

(1) Á�ÑTê¼ó�=£VÇÝ
P ¿éê¼ó�G�©a;

(2) Á¦��m�1i «ýÒßq�½|ÓkÇπi, (i = 1, 2, . . . , a).

o. (15©)���:3��ê:þ��ÅiÄ, �:?u��ê:i�§±VÇpi mr�

�§VÇ1− piò£�:1, pi = e−
1
i , i = 1, 2, . . . . PXnL«��n�:¤?� �,

(1) �ÑL§�G��m, `²TL§�Markovó.

(2) ?ØT�G��±Ï5Ú~�5"

Ê. (16©)�{X(t),−∞ < t < +∞}´þ��0�²­L§§-Y (t) = X(t) cos (ω0t+ Θ) ,

−∞ < t < +∞, Ù¥ω0 ´¢~ê, Θ ∼ U [0, 2π], �{X(t),−∞ < t < +∞} �Θ �p

Õá, RX(τ) ÚSX(ω) ©O´{X(t),−∞ < t < +∞} ����¼êÚõÇÌ�Ý. Á

y:

(1) {Y (t),−∞ < t < +∞} ´²­L§§����¼ê

RY (τ) =
1

2
RX(τ) cosω0τ.

(2) {Y (t),−∞ < t < +∞} �õÇÌ�Ý�

SY (ω) =
1

4
[SX (ω − ω0) + SX (ω + ω0)] .

8. (12©) ®�²­L§{X(t),−∞ < t <∞} �þ�¼ê�0, Ì�Ý¼ê�

S(ω) =
ω2 + 2

ω4 + 7ω2 + 12
,−∞ < ω <∞

(1) ¦X(t) ����¼êR(τ);

(2) X(t) ´Äkþ�H{5? ��o?

2020—2021Æc1�ÆÏ�ÅL§BÏ"�ÁÁò � 2� 1 2�
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�! �äK�W�K(30©)

1. (4 ©) {Xn}´Markovó§i´~��§� i↔ j§K j �~��. ( )

2. (4 ©) °²­L§Ø�½´î²­L§§î²­L§�½´°²­L§. ( )

3. (8 ©) àg Poisson L§Ú�àg Poisson L§´ÄÑäkXe5�µÕáOþ

5�( )§²­Oþ5�( )¶

4. (5©)��ÅCþX Ñl [a, b]þ�þ!©Ù§KX�Ý1¼êg(t)� ¶

5. �3�mm� (0, t]S��,û|���êÑlrÝ� λ > 0�àg Poisson L

§ {N(t), t ≥ 0}§K (1) (5 ©) P(N(1) = 1|N(4) = 2) = ¶(2) (4 ©)

P(W (1) > 1,W (2) ≤ 2) = §ùpW (i)L«1 i ���5���.

�! (15©) ��ÅL§ {N(t), t ≥ 0}´ëê� λ� PossionL§§�ÅL§ {X(t), t ≥ 0}
½Â�µ {

X(t) = 1, N(t) �óê;

X(t) = −1, N(t) �Ûê.

(1) ¦ X(t)�©Ù¶

(2) ?ØL§{X(t), t ≥ 0} �²­5¶
(3) {X(t), t ≥ 0} ´Ääkþ�H{5.

n! (15©) 1­ÓE�²d AÚ B ü^Y´ÏL¹�§� t��Sd AY´ÏL¹��

ÓEêÑlrÝ� 3�àg Poisson L§ {N1(t), t ≥ 0}, d BY´ÏL¹��ÓEê

ÑlrÝ� 5�àg Poisson L§ {N2(t), t ≥ 0}, üL§�pÕá. b�ÓE�1­

ë Ñl [500, 1000]þ�þ!©Ù.

(1) �Ñ t��S²L¹�ÓEoê N(t)�©Ù¶

(2) 2��S²L¹�ÓE�o1­ë ê�õ�º

(3) ¦ t��S²L¹�ÓE�²þo1­ë ê.

o! (10©) b�8U´Äe��6ucüU�Uí^�. AO/§b�XJL��üUÑ

e�§@o²Ue��VÇ� 0.7; XJ8Ue�§��Uvke�§@o²Ue�

�VÇ� 0.5; XJ�Ue�§�8Uvke�§@o²Ue��VÇ� 0.4; XJL

��üUÑvke�§@o²Ue��VÇ� 0.2.
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(1) ïá��oG��lÑ�mMarkovó£ãþãy�§¿�Ñ=£VÇÝ
¶

(2) ®�(Ï��(Ï�e�§¯(Ïoe��VÇ´õ�º

Ê! (20©) �ÄG��m� S = {0, 1, 2, 3} �äkXe=£VÇÝ
� Markov ó

{Xn, n ≥ 0}µ

P =


1/2 1/2 0 0

1/6 1/2 1/3 0

0 1/3 1/2 1/6

0 0 1/2 1/2

 .
(1) éG��m?1©a, ¿�Ñz�G��±Ï5!~�Ú]L5¶

(2) ¦TMarkovó�²­©Ù {πi, i = 0, 1, 2, 3}¶
(3) eX0 äkXþ (2) ¥�²­©Ù§y² Xn�äkÓ��©Ù¶

(4) eX0 äkXþ (2) ¥�²­©Ù§¦ P(X4 = 0, X5 = 1, X6 = 2, X7 = 1)¶

8! (10©) ®�²­L§ {X(t)}����¼ê�

RX(τ) =

{
1− |τ |, |τ | ≤ 1;

0, |τ | > 1.

¦ {X(t)}�Ì�Ý¼ê.
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中 国 科 学 技 术 大 学

2021–2022 学年第二学期期末试卷

考试科目 随机过程 B 得分
所在系 姓名 学号

考试时间:2022 年 6 月 14 日 8:30–10:30

一、（30 分）是非填空选择题 (答案请写在答题纸上):

1.（10 分）判断下列有关离散时间 Markov 链说法正确与否.

1). Poisson 过程是平稳过程也是连续 Markov 链.( )
2). 在直线上简单对称的随机游动所有状态都是零常返的.( )
3). 一个有限状态的 Markov 链一定存在平稳分布.( )
4). 若 Markov 链某个状态是吸收态，则过程最终会停留在这个吸收态.( )
5). Gauss 平稳过程一定是严平稳过程.( )

2.（4 分）某加油站红、银、白三种汽车到达过程分别为强度 1、3、5（辆/10 分钟）的
Poisson 过程，则第一辆车的到达的平均时间为 . 第一辆白车到达前恰
好有 k 辆非白车到达的概率为 (k ≥ 0).

3.（4 分）下列可以成为某平稳过程的谱密度函数是 .
A.S(ω) = ω2+1

ω4+5ω2+6
B.S(ω) = ω2+4

ω4−4ω2+3

C.S(ω) = e−iω2

ω2+2
(i =

√
−1) D.S(ω) = cos ω

ω2+2

4.（4 分）已知实平稳过程 {X(t)} 的自相关函数为 RX(τ) = 25 + 4/(1 + 6τ2)，并且
满足 τ → ∞ 时，X(t) 与 X(t + τ) 独立，则 {X(t)} 的均值为 ，方差
为 .

5.（4 分）下列说法正确的是 .
A. 平稳独立增量过程一定是平稳过程.
B. 只要存在正常返类，离散时间的 Markov 链一定存在平稳分布.
C. 极限分布和平稳分布均存在则一定相同.
D. 有限状态的 Markov 链一定是遍历的 Markov 链.

6.（4 分）若 {X(t), t ≥ 0} 为一平稳独立增量过程，则
A.{X(t), t ≥ 0} 是 Poisson 过程 B.{X(t), t ≥ 0} 是 Markov 过程
C.{X(t), t ≥ 0} 是平稳过程 D.{X(t), t ≥ 0} 是严平稳过程

二、（15 分）设某个服务系统只有一个服务器，从早上 8:00 开始接受服务，此时已有无数顾
客在进行排队。每次只能服务一个顾客，服务的平均时间为 20分钟，且每次服务的时间
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为独立同分布的指数分布，N(t) 表示从 8:00 后 t 时间内服务的顾客数。求

(1) 上午 8:00 到 12:00 的平均服务顾客数.

(2) 这段时间内服务完的顾客停留的平均时间.

三、（15 分）市场上三种品牌的牛奶 (1,2,3) 在某一地区的市场占有率开始时均为 1/3，而每
过一个季度后顾客的消费倾向发生改变，我们用一个三状态的 Markov 链来描述，其一
步转移概率的均值为


1 2 3

1 0.6 0.3 0.1

2 0.3 0.2 0.5

3 0.1 0.2 0.7


(1) 半年之后三种牛奶的市场占有率为多少？

(2) 从状态 2 到状态 3 的平均首达时间是多少？

(3) 各品牌牛奶市场占有率最终会稳定于什么样的比例？

四、（15 分）从数 1, 2, . . . , N 任取一个数作为 X1，对 n > 1，从 1, 2, . . . , Xn−1 中任取一个
数作为 Xn，则 {Xn, n ≥ 1} 为一 Markov 链.

(1) 写出 {Xn, n ≥ 1} 的一步转移概率矩阵 P .

(2) 对该 Markov 链进行状态分类 (几个等价类，周期性，是否常返，正常返等)

(3) 极限 limn→∞ P (n) 是否存在？为什么.

五、（10 分）已知平稳过程 {X(t),−∞ < t < +∞} 的均值函数为 0，谱密度函数为

S(ω) =
ω2 + 6

ω4 + 8ω2 + 15
,−∞ < ω < +∞,

求 X(t) 的协方差函数 R(τ);

六、（15 分）设 X(t) = A sin(t + Φ),−∞ < t < +∞，其中 A 与 Φ 是相互独立的随机变量，
且 P (Φ = π/4) = 1/2, P (Φ = −π/4) = 1/2，A 服从区间 (−1, 1) 内的均匀分布，讨论

(1) {X(t),−∞ < t < +∞} 的平稳性.

(2) {X(t),−∞ < t < +∞} 的均值遍历性。
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中 国 科 学 技 术 大 学

2022–2023 学年第一学期期末试卷
(回忆版, 表述无法完全复现原卷)

考试科目 随机过程 B 得分
所在系 姓名 学号

考试时间:2023 年 2 月 27 日 8:30–10:30

一、 1. {N1(t), N2(t)} 是遵循 λ1, λ2 的相互独立的 Poisson 过程, 判断以下是否正确.
(1)N1(t)−N2(t) 是 Poisson 过程 (2)N1(t) +N2(t) 是 Poisson 过程 ( )

2. 对于一个不可约遍历的马尔可夫链, 以下说法正确的是:
(1) 其平稳分布和极限分布都存在 ( ) (2) 其平稳分布必定是极限分布 ( )

3. 下列随机过程一定属于宽平稳的是:
A. 马尔可夫链 B. 严平稳过程 C. 泊松过程 D. 白噪声过程

4. X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 且 Xi ∼ Exp(λ), 则 X1 + X2 + · · · + Xn 是 分
布.min{X1, X2, · · · , Xn} 是 分布.

5. {N1(t)}, {N2(t)} 分别遵循参数为 2, 3 的 Poisson 过程, 且相互独立. 则在 {N1(t)}
任意两个相邻事件之间,{N2(t)} 恰好发生 k 次的概率为 .

二、 {N(t)} 是参数为 λ 的 Poisson 过程,Y (t) = (−1)N(t)X,X 是一个随机变量, 且 P (X =

−a) = P (X = a) = 1
4
, P (X = 0) = 1

2
(a > 0). 问 Y (t) 是否是宽平稳过程, 给出判断和

依据.

三、 科大东区地铁站以 5 人/分钟的强度到达, 设每两趟地铁间隔恒为 20 分钟.

1. 在两趟地铁相邻的 20 分钟内, 问到站人数的分布.

2. 在地铁离开后的 10 分钟时间段内, 求到站乘客等待总时间的期望.

3. 在地铁到达前的 10 分钟时间段内, 求到站乘客等待总时间的期望.

四、 某 Markov 链有以下转移概率矩阵:

P =


1 2 3

1 0.3 0.7 0

2 0 0.2 0.8

3 0.3 0 0.7


1. 若 Markov 链的初始分布为 P (X0 = 1) = 0.2, P (X0 = 2) = 0.5, P (X0 = 3) = 0.3,
求转移两步之后为状态 2 的概率.

2. 求该 Markov 链的平稳分布, 和平均常返时.

五、 小鼠在以下迷宫内游走,1 位置有食物,6 位置有捕鼠夹. 每个单位时间小鼠移动一步, 并
且往每个出口方向移动的概率相同.
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1. 试写出小鼠位置的转移概率矩阵.

2. 求小鼠从 i 位置出发, 最终吃到食物的概率 pi (i = 2, 3, 4, 5)

3. 求小鼠从 i 位置出发, 最终在吃到食物前被捕鼠夹捕捉的概率 qi (i = 2, 3, 4, 5)

六、 {Xt, t > 0} 为均值为 0 的高斯过程, 其功率谱密度函数为 S(ω) =
4

ω2 + 4

1. 试求该高斯过程的分布.

2. 若 Y = Xt −Xs (s < t), 求 Y 的方差.
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�. 1. �ä´�K

1) a. � b. é c. �.

2) a. � b. é c. é d. é.

3) a. � b. � c. é.

2. 5/9, 20©¨.

3.

(
1 2 3
41
150

34
75

41
150

)
, ( 3

11
, 5
11
, 3
11
).

4. 1
2
(sin t+ cos t), 1

4
(cos τ − sin(τ + 2t)).

�. 1) E[Y (t)] = λt
µ
, V ar[Y (t)] = 2λt

µ2 , ϕt(s) = e
λts
µ−s .

2) 1+µα
λ
.

n. (1) =£Ý




1
2

1
2
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1
3

0 2
3

0 . . . . . . . . .
1
4

0 0 3
4

. . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

i+2
0 0 0 . . . i+1

i+2
. . .


(2)¤kG�þp�(Ø��)¶�±Ï¶"~�

Ï�f
(n)
00 = 1

n×(n+1)
§¤±

f00 = lim
n→∞

n∑
m=1

f
(m)
00 = lim

n→∞

n∑
m=1

1

(m+ 1)×m
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1

µ0 =
∞∑
n=1

nf
(n)
00 =

∞∑
n=1

n

(n+ 1)× n
=

∞∑
n=1

1

(n+ 1)
= ∞

(3)vk²­©Ù("~�a)

o. (1)=£Ý
 

0 1 0 0 . . . . . . . . .

0 1
a

a−1
a

0 . . . . . . . . .

0 0 2
a

a−2
a

. . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . a−1
a

1
a

0 0 0 0 . . . 0 1


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z�G���1aµ{0}, {1}, . . . {a− 1}�]L, {a}��~�¶{0}�±Ï�+∞, Ù{

G�±Ï�1"

(2){a}�áÂ�.

(3)E[T ] = a( 1
a
+ 1

a−1
+ 1

a−2
+ · · ·+ 1).

Ê. (1)þ��0: E[X(t)] = 0;

���¼ê=��mm�k': RX(τ) = e−|τ | cos(wτ);

��Ýk�: E[X(t)]2 = 1 <∞.

(2)Ï� ∫ ∞

−∞
|RX(τ)|dτ = 2 <∞,

�â��íØ4.1, þ�H{5¤á,

8.

SX(w) =
α

α2 + (w + β)2
+

α

α2 + (w − β)2
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